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PRÉFACE  DE  LÀ  PREMIÈRE  ÉDITION. 


Ayant  été  chargé,  il  y  a  quelques  années,  des  fonc- 
tions de  répétiteur  à  l'École  des  Hautes  Études  de 
Paris,  pour  le  cours  de  Calcul  différentiel  et  intégral 
professé  par  M.  J.-A.Serret,  j'ai  été  conduit  à  réunir 
un  certain  nombre  d'exercices,  qu'il  me  parait  utile 
de  publier.  Les  problèmes  contenus  dans  ce  volume 
sont  différents  de  ceux  qu'on  trouve  dans  l'excellent 
Traité  de  M.  Frenet;  aussi  l'Ouvrage  actuel,  loin 
de  faire  double  emploi  avec  celui  de  M.  Frenet,  en 
forme  plutôt  un  complément  naturel  :  tandis  que 
ce  dernier  s'adressait  aux  candidats  aux  Écoles  et  à 
la  Licence,  le  mien  est  désigné  plus  spécialement  aux  , 
candidats  à  la  Licence  et  à  l'Agrégation. 

J'ai  donné  un  grand  développement  aux  applica- 
tions géométriques  du  Calcul  différentiel  et  intégral, 
espérant  ainsi  rendre  plus  attrayantes  des  théories 

assez  difficiles  ;  je  signale  en  particulier  les  questions 
relatives  aux  surfaces  orthogonales,  qui  donnent  des 
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exercices  intéressants  sur  l'intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles. 

Il  m'eût  été  impossible  de  signaler  à  chaque  instant 
les  Ouvrages  auxquels  j'ai  emprunté  quelque  chose  ; 
je  me  bornerai  à  dire  que  j'ai  puisé  fréquemment 
dans  le  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral  de 
M,  J.  Bertrand,  dans  celui  de  Todhunter,  et  enfin 
dans  le  Recueil  d'Exercices  de  M.  O.  Schlômilch. 


F.  Tisserand. 


Toulouse,  octobre  1876. 
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centre i56 


17.        Aire  de  la  surface  z 


.    (e*—  erx  &  —  er~y\ 
=  arc  sin  I ; J 159 


18.        Valeur  de  l'intégrale  double    /     dx    l -.     i63 


«/  n      t  /.a 


3 

0      (c'-\-X3-+-  y*)* 

19.  a,  b,  a\  b*  désignant  des  nombres  commensurables,  dans 

quels  cas  l'intégrale  générale  de  l'équation 

(ax-h  by)dx  -h  (a'*  -4-  b'y)dy  =  o 
est-elle  algébrique? i65 

20.  Montrer  que  l'équation  y  (x*  ■+■  y*  )dx-+-x(xdy  — ydx)  =  o 

admet  un  facteur  X  homogène  et  de  degré  —  3,  et  aussi 

un  facteur  de  la  forme  e*^(x* -\-jr'i)  167 

21.  Faire  disparaître  le  second  terme  de  l'équation  différen- 

d*Y  dr 

tielle-7-5  —  2/(0;)  -j-  -+-  y(x)y  =  0,  en  posant  j==  uv 

et  déterminant  convenablement  la  fonction  «.  —  Appli- 
cations      169  et    1 70 

22  et  23.  Exercices  sur  la  détermination  de  l'intégrale  générale  d'une 
équation  du  second  ordre  à  coefficients  variables  dont 
on  connaît  une  intégrale  particulière 17a  et    173 

24*  Faire  disparaître  le  second  terme  d'une  équation  linéaire 
d'ordre  n,  à  coefficients  variables,  en  remplaçant  la  va- 
riable indépendante  x  par  une  autre  f,  et  déterminant 
convenablement  la  relation  entre  x  et  t.  —  Applica- 
tions       173  et    175 
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_1 

dr-Hi  —  z*}*    » 
25.        Valeur  de  l'expression  8  = >t_l  1 78 

26»        Trouver  une  équation  différentielle  linéaire  do  second 

ordre  vérifiée  par  la  fonction  j=  /        (zt~i)H-te**dz.     180 

*/—  1 

27.         Intégration  d'un©  équation  linéaire  d'ordre  « ,  à  coefficients 

constants,  dont  le  second  membre  est  e** 18a 

28, 29  et  30.  Sur  l'intégrale  générale  de  l'équation  linéaire  d'ordre  », 
à  coefficients  constants,  dont  le  second  membre  est 
F{x)  ou  caxT(x),T(x)  désignant  un  polynôme  entier 
en  x 184,  186  et    187 

31.  Trouver  toutes  les  fonctions  /telles  que  l'on  ait,  quels  que 

soient  *  et  jr,  f(x  4-;)=  1 Ift  x  wf  y y  on  biep  "  •  ■     l89 

32.  /(*+.r)/(*--.r)  =/'(*) -/*(.r) 190 

33.  Trouver  les  fonctions  les  plus  générales  /et  y,  telles  que, 

quels  que  soient  x  et  y,  on  ait  • 

(^-/)[/(*+r)+?(^-/)]  =  F(^)-*(/)» 

F  et  <t>  désignant  de  nouvelles  fonctions  qu'il  faudra 
déterminer 193 

34  à  41.    Questions  diverses  sur  les  équations  différentielles  simul- 
tanées et  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles.    195  à    ao5 

42  à  44.    Questions  concernant  certaines  intégrales  définies 206 

45  à  47.    Transformation    de  quelques   équations   différentielles  ; 

transformation  de  Legendre 211 

48.        Intégration  de  deux  équations  aux  différentielles  totales.    221 


TROISIÈME  PARTIE. 


APPLICATION  DU  CALCUL  INTÉGRAL  A  LA  SOLUTION  DE  QUESTIONS 
DIVERSES  CONCERNANT  LES  COURBES  ET  LES  SURFACES. 


Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  courbure 
est  une  fonction  donnée  /(  oc)  de  l'angle  que  fait  la  tan- 
gente avec  une  direction  fixe. — Applications  :  x*/(a) =  a\ 
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*•/(«)  =  -A-',  3*/(«)  =  -V;  v/t«)  =  «•"■; 

"*  sin'a  '        cos'a         ^      ' 

5° /(«)  =  «a;  6* /(«)  =  «Bina;  7°/(a)  =  a  sin  ma; 

8°/(*)  = ^ j 225  et    a3a 

(i  — «■  cos'a)*  ' 

2.  Trouver  les  courbes  telles  que  la  longueur  de  Tare  compté 

d'un  point  fixe  soit  une  fonction  donnée  de  a.  —  Appli- 
cations       a3i 

3 .  Trouver  les  courbes  telles  que  le  rayon  de  courbure  p  soi  t  une 

fonction  don  née  de  l'arc*. — Applications:  i°s*=a(p—a); 

2°p  =  ms;  3°  ,)■-*•  **=«•;  4°  —t  -h-%  =  i;5°p'  =  2as. 

233  et    234 

4.  Trouver  une  courbe  telle  que  le  lieu  du  milieu  de  la  nor- 

male terminée  à  Taxe  des  x  soit  la  parabole  jr*  =  ax..     235 

5.  Trouver  une  courbe  telle  que  l'ordonnée  à  l'origine  de 

la  tangente  soit  égale  à  Kxmy* a3(i 

6.  Trouver  une  courbe  telle  que  l'abscisse  du  centre  de  gra- 

vité de  Taire  du  segment  compris  entre  les  axes, la  courbe 
et  une  ordonnée  quelconque,  répondant  à  l'abscisse  x, 
soit  une  fonction  donnée  de  x.  —  Applications 23-; 

7.  Même  question  pour  le  centre  de  gravité  de  l'arc  compté 

à  partir  d'un  point  fixe. 23<j 

8*         Trouver  une  courbe  telle  que  le  segment  intercepté  sur  0  x 

par  la  tangente  et  la  normale  soit  constant aï  i 

9.  Trouver  les  courbes  telles  que  les  portions  de  leurs  nor- 

males comprises  entre  les  axes  Ox  et  Ojr  aient  une 
longueur  constante 244 

10.  Trouver  une  courbé  telle  que  les  tangentes  de  ses  diamètres 

aux  points  où  ils  rencontrent  la  courbe  soient  toutes 
parallèles  à  une  direction  donnée 247 

11.  ou  bien  aillent  toutes  passer  par  un  point  donné 2^8 

12.  Trouver  les  courbes  telles  que  le  coefficient  angulaire  m  de 

la  tangente  en  un  point  quelconque  et  le  coefficient 
angulaire  m'  de  la  tangente  du  diamètre  au  même  point 
soient  liés  par  la  relation  mm'  =  const *î4î) 

13.  Trouver  les  courbes  telles  que  l'arc  soit  une  fonction 

donnée  de  jr.  —  Applications 25o  et    25 1 

14.  Déterminer  la  fonction  /  de  manière  que  les  trajectoires 

obliques  des  courbes  r  =  c/(0)  s'obtiennent  en  faisant 
tourner  les  courbes  proposées  d'un  certain  angle 252 

T.  —  Rec.  * 
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15.  Trajectoires  obliques  d'une  courbe  plane  dont  tous  les 

points  décrivent  des  droites  parallèles  à  une  direction 
donnée a56 

16.  Trajectoires  orthogonales  d'une  cyclolde  dont  la  base  se 

meut  le  long  d'une  droite  fixe 257 

17.  Courbes  telles  que  le  produit  des  distances  de  chacun  de 

leurs  points  aux  sommets  d'un  polygone  régulier  soit 
constant  et  égal  à  b* a58 

18.  Trajectoires  orthogonales  des  courbes  précédentes  quand 

on  fait  varier  b 260 

19.  Généralisation  des  résultats  précédents 26a 

20  à  24.    Note  sur  les  roulettes.  — -  applications,    263, 266, 267, 268  et    269 

25.  p  et  p'  désignant  le  rayon  de  courbure  en  un  point  quel- 
conque d'une  courbe  et  le  rayon  de  courbure  correspon- 
dant de  la  développée,  trouver  les  courbes  telles  que  : 

i-p  +  p'»  =  a»;  2oii-+-^t=I;  3-p'»  =  2«p;  4»  pp'=  ?• 


270 


26  à  28.    Les  notations  restant  les  mômes  et  p*  désignant  le  rayon 
de  courbure  de  la  développée  de  la  développée,  trouver 
les  courbes  telles  que  : 
i«    pp'rsp'";   2°    p  —  p"  =  const.  ;   3#  »»p  —  p"=  const. 
273,  274  et    275 

29.  Trouver  les  courbes  égales  à  leurs  développées 277 

30.  Trouver  une  courbe  telle  qu'un  point  quelconque  de  cette 

courbe,  le  centre  de  courbure  de  la  développée  de  la 
développée  ou  de  la  développée  seconde,  le  centre  de 
courbure  de  la  quatrième  développée,  etc.,  soient  en 
ligne  droite 28a 

31.  On  considère  en  un  point  quelconque  d'une  courbe  la  co- 

nique qui  a  avec  elle  un  contact  du  quatrième  ordre  ;  on 
demande  de  déterminer  la  courbe  donnée  de  manière  : 
t*  Que  l'angle  de  l'un  des  axes  de  la  conique  avec  la  tan- 
gente à  la  courbe  soit  constant 284 

32  1*  Que  la  conique  soit  toujours  une  parabole 286 

33  3*  Que  la  conique  soit  toujours  une  hyperbole  équila- 

tère •. 287 

34  4*  Que  1*  conique  soit  une  ellipse  de  surface  constante. .     289 

35*        Trouver  les  courbes  telles  que  le  secteur  compris  entre  la 
courbe,  un  rayon  vecteur  fixe  et  un  rayon  vecteur  quel- 
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conque  soit  dans  un  rapport  constant  avec  le  triangle 
formé  par  la  normale,  le  rayon  vecteur  et  la  perpendi- 
culaire au  rayon  vecteur  menée  par  le  pôle 991 

36.  Trouver  les  courbes  telles  que  le  triangle  formé  par  la 

tangente,  la  normale  et  la  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur  menée  par  le  pôle  ait  une  surface  constante..     293 

37.  Trouver  les  courbes  telles  que  les  longueurs  de  la  tan- 

gente et  de  la  normale  polaires  soient  liées  par  roqua- 
is*      T* 

tion—  -f-Tr=i 294 

a,         o* 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  la  sous-tangente  po- 
«         laire  est    une    fonction   donnée    de   la  sous-normale 

polaire.  —  Applications 294  et    295 

39*        Trouver  les  courbes  telles  que  le  rayon  de  courbure  ait 

un  rapport  constant  avec  la  normale  polaire 297 

40.  Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  il  existe  un  rapport 

constant  entre  le  rayon  de  courbure  et  la  projection  du 

rayon  vecteur  sur  la  normale 29S 

a 

41.  Trouver  les  courbes  telles  que  p  =    .  „_.>  V  désignant 

^       r       sinmV 

l'angle  de  la  tangente  et  du  rayon  vecteur.  —  Appli- 
cations     3o3 

42.  Trouver  les  courbes  telles 'que  -  =/(V).  —  Applica- 

tions      307  et    3o8 

43.  Trouver  les  courbes  telles  que  p  =  ç (r).  Applications  :    3n 

44.  1*  p  =  Kr;  développée  de  la  courbe 3i2 

45.  2°p=-r 3îl 

46.  3»p=y 327 

47.  4#  P=L7? 33i 

48.  On  trace  sur  un  cylindre  de  révolution  une  ligne  dont 

la  première  courbure   est  constante;  trouver  ce  que 
devient  cette  courbe  dans  le  développement  du  cylindre.    333 

49.  Même  question  lorsqu'on  trace  sur  le  cylindre  une  courbe 

dont  le  plan  osculateur  fait  un  angle  constant  avec  la 
surface 338 

50.  Trajectoires  obliques  des  méridiennes  d'une  surface  de 

révolution.  —  Application  au  tore 339  e'    341 
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Quelle  doit  être  la  méridienne  de  la  surface  de  résolution 
pour  que  les  projections  des  trajectoires  sur  l'équateur 
soient  des  paraboles  de  même  paramétre  et  de  même 
foyer? 343 

51.        Trouver  les  lignes  de  courbure  de  rhélicoïde  gauche  à 

plan  directeur. 345 

53.        Trouver  les  lignes  de  courbure  de  la  surlace  er*  =  cos  &  cosj.     347 

53.        Trouver   les  lignes  de  courbure  de  la  surface  dévelop- 
pable  représentée  par  les  équations 


z  =  ax  -h  y  y  (a)+R/i  +  a'  +  ?*(«)> 

0=  «+Jy(«H-it*±'C>»'<',>. 

où  a  est  le  paramétre  variable  et  R  une  constante.. . .     3j8 

54.  Trouver  les  lignes  géodésiques  de  l'hélicolde  gauche  à  plan 

directeur 35o 

55.  Trouver  parmi  tous  les  conoïdes  droits  ceux  dont  les  rayons 

de  courbure  principaux  sont  en  chaque  point  égaux  et 

de  signes  contraires 353 

56.  Même  question  pour  les  surfaces  engendrées  par  une  droite 

qui  reste  toujours  parallèle  à  un  plan  fixe 354 

57  à  59.  Trouver  les  lignes  asy m pto tiques  d'une  surface.  —  Ap- 
plications à  l' hyper boloïde  à  une  nappe  et  aux  co- 
noïdes       356,  357  et    358 

60.  Trouver  sur  l'hyperboloïde  les  courbes  qui,  en  chacun  de 
leurs  points,  sont  tangentes  à  l'une  des  bissectrices  des 
angles  formés  par  les  génératrices  rectilignes  qui  passent 
en  ce  point 36o 

6t.         Trajectoires  orthogonales  des  génératrices  rectilignes  du 

paraboloïde  xy  =  az 365 

62.  Montrer  que  la  famille  des  surfaces  a  =  —  fait  partie 

d'un  système  triple  orthogonal,  et  trouver   les  deux 
autres  familles  du  système 366 

63.  Note  sur  la  transformation  par    rayons   vecteurs  réci- 

proques      369 

64.  Trouver  les  systèmes  orthogonaux  dont  font  partie  les 

sphères  a  --=. • 074 
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XY 

65.  Même  question  pour  les  cônes  a  =  -~ 38o 

66.  Môme  question  pour  les  surfaces  a  =  xyz 383 

67.  Déterminer  les  fonctions  X  =  /{as),  Y  =  7 (y), Z  =r  <J/ (x), 

de  façon  que  le  système  de  surfaces 

X  Y  Z 

p —  a        p  —  b        p  —  c 

X  Y  Z 

u, —  a       u,  —  b       (i  —  c 

X  Y  Z 

H r  H sr  l 

v  —  a        v  —  6         v  —  c 

soit  orthogonal 387 

68.  Déterminer  la  fonction  U  de  a?,  ^ ,  r,  de  façon  que  le  système 

«•  Y*  z*  _ 

1 r    H =  U, 

p  —  <s         p  —  b         p  —  c 

*f  J*  ** 

u.  —  a        jj.  —  6        JJ.  —  c 

v  —  a        v —  b        v  —  c 
soit  orthogonal 3gi 

69.  Déterminer  les  fonctions  cp  et  ^  de  façon  que  la  famille 

de  surfaces  représentées  par  l'équation  a  =  tp(x)<|M-) 
fasse  partie  d'un  système  orthogonal 395 

70.  Les  fonctions  cp  et  <J>  étant  déterminées,  trouver  les  deux 

autres  familles  du  système l\oi 

71  à  73.    Questions  concernant  les  trajectoires  orthogonales  d'une 

famille  de  courbes 4<>6 

74  à  76.    Détermination  de  courbes  ou  de  surfaces  satisfaisant  à 

certaines  conditions 4'4 

77.  Rappel  des  propriétés  des  lignes  de  courbure  et  des 
lignes  asymptotiques;  formes  des  équations  de  ces 
lignes  en  coordonnées  curvilignes \iZ 

78-81.     Application  à  la  recherche  des  lignes  de   courbure  ou 

des  lignes  asymptotiques  de  certaines  surfaces 4*6 

82.  Lignes  de  courbure  des  surfaces  normales  à  une  famille 
de  plans  qui  enveloppent  un  cylindre  {turf aces  mou- 
lurée) ou  un  cône 434 
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83.        Surfaces  engendrées  par  des  trajectoires  orthogonales  à 

•    une  famille  de  plans  (surfaceê  de  Monge) 436 


QUATRIÈME  PARTIE. 

EXERCICES  SUR  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS. 


1.        Rappel   des  définitions   relatives  aux  fonctions  analy- 
tiques       43 1 

1  à  10.    Questions  concernant  les  valeurs  de  certaines  intégrales 

définies 444 

11.        Résidus  pour  *  =  0  et  z  =  00  de  la  fonction 


rn         1 


F(*>ŒTTï^ 46' 

12.        Conditions  pour  que  l'intégrale  /R(sinz,  cos z)dz  soit 

une  fonction  uniforme  et  périodique  de  z 463 

13-14.     Détermination  de  fonctions  d'après  certaines  conditions.    466 

EXERCICES  SUR  LES  FONCTIONS  MULTIFORMES 

15-20.      Calcul  de  certaines  intégrales  définies,  en  partant  du 
théorème  de  Cauchy,  par  exemple, 

/*  as">dx  rl       x*»dx  Ç+a     e*dx 

/X*"1"*)^-  X"iog(^0^   47° 

21-22.     Résidus,  pour  z  =  00,  des  fonctions 

e%  log  j^-g ,     et    — jy—  e**  (  arc  tang*)1 49Î 
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23.       Étude  des  différentes  déterminations  de  l'intégrale 

•••••    499 


/ 


y/i—  zm 


24.  Fonctions  inyerses  de  certaines  intégrales 5o5 

25.  Question  relative  à  la  fonction  sn u 5io 

26.  Déterminer  le  cercle  de  convergence  des  séries  de  Mac- 

Laurin,    qui    représentent  certaines    fonctions    algé- 
briques de  z 5i i 

27.  Exercices  sur  les  points  critiques  de  certaines  équations 

différentielles  et  de  leurs  intégrales  générales .    5i5  et    524 
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CALCUL  INFINITÉSIMAL. 


PREMIÈRE  PARTIE. 


EXERCICES  SUR  LE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


Problème  n°  1. 
Etudier  les  variations  de  la  fonction 


i  . 


jr  =x  —  -  tang.r  —  ^sin-r, 


7T 

quand  x  varie  de  zéro  à  - 


Je  calcule 

dx 

• 
• 

flr-t. 

3 

I              2                  3  cos*  a? 

—  .  I  — 

2  cos'.r 

dx 

-  ■  -■  tusx 

cos'.r  •      3 

3  cossx 

S=c 

.  2COS2.T  —  cosar  —  I 
CO.S:r                                           * 
7              o  cos2a: 

dv 

(«- 

—  COSar)2  (2C0Sa:  -H  i) 
3  COS2ar 

T.  —  Rec. 

I 

PREMIERE    PARTIE. 


Donc  JL  est  toujours  négatif;  y  décroît  sans  cesse  quand  x 

varie  de  zéro  à  -»  et,  comme  y  =  o  pour  x  =  o,  y  est  né- 
gatif  dans  tout  cet  intervalle-,  ainsi,  x  daignant  un  arc 
compris  entre  zéro  et  -»  on  a 


2 


x  <  ^  tang.r  -+-  -  sm*. 


Problème  n°  2. 


V  équation 


(i)  arc  tang.r  -  — ±-^  =  m 

a-t-elle  des  racines  réelles? 
Considérons  la  fonction 

jr  =  arc  tango:  -  — ^-5 

nous  trouverons 

*/y  2.r2 

dx  ~~~  (1  -f-ar2)'' 

cette  dérivée  étant  toujours  positive,  ^  augmente  constata- 
ment  quand  x  varie  de  zéro  à  ->  pour  x  =  o,  y  =  o  ;  pour 

a:  =  -H  co  ,  j^  =  -  5  quand  on  change  x  en  —  xy  y  se  change 

cn  — y%  Donc  l'équatiou  (1)  aura  une  racine  réelle  si  m  est 

compris  entre et  H — ;  cette  racine  aura  du  reste  le 

si^ne  de  m\  si  m  est  en  dehors  des  limites  précédentes,  il 
n'y  aura  aucune  racine  réelle. 


;  •       •  • 

••        •  • 


EXERCICES    SOR   LE    CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 


Problème  n°  3. 

Combien  l'équation 

arc  tango:  —  mx  =  o, 

dans  laquelle  m  est  une  quantité  positive,  a-t-elle  de  ra- 
cines positives  ? 

En  prenant  arc  tangx  <  -,  considérons  la  fonction 

y  —  arc  tango;  —  wj, 

qui  donne  lieu  à  la  dérivée 

dy  i  t  —  m  —  mx1 

dx        î+x1  )  -+- x2 

dy 
Si  m  est  plus  grand  que  i ,  ■—  étant  toujours  négatif,  y  dé- 
croît sans  cesse  :  il  varie  donc  de  zéro  à  —  oo    quand  x 
varie  de  zéro  à  -+-  oo  \  si  m  est  plus  petit  que  i ,  la  dérivée 

est  positive  quand  x  varie  de  zéro  à  4  / »  y  augincn  \  e 

depuis  zéro  jusqu'à  un  certain  maximuni 


^   /i  —  m         , 

yt  =  arc  tang  1  / \lm  —  ni* . 

pour  décroître  ensuite  de  ce  maximum  yt  jusqu'à  —  co  , 

quand  x  varie  de  i/ à  H-  co  -,  donc,  dans  le  cas  de 

77i  <i,  l'équation  proposée  a  une  racine  positive  et  une 
seule. 


î. 
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Problème  n°  4. 


Faire  connaître  le  nombre  de  racines  comprises  entre, 
zéro  et  tt  de  l'équation 

sin(o?  —  a) 
(i)  — \— '-z=m, 

dans  laquelle  m  désigne  une  quantité  positive  et  a  un 

angle  compris  entre  zéro  et  -•  (Cette  équation  se  présente 

dans  le  calcul  de  l'orbite  d'une  planète  à  l'aide  de  trois 
observations.) 

Construisons  la  courbe  qui  a  pour  équation 

sinfx  —  a) 


on  trouve 


dy       sinxcos(ar — a)  —  4C0S;rsin(-r — *) 
dx  sin*o?  ' 

dy coso:cos(o:  —  a)  [tango:  —  4tang(-r  —  a)] 

dx  sin*or 

Cherchons  les  valeurs  de  x  qui  annulent 

tango?  —  4tang(,r  —  a)î 

nous  aurons 

,   v  SzJzv'q  —  lôtang'a 

(2^  tangar  = *-2- ^_— 

v  °  2tanga 

3 
Supposons  d'abord  tanga  >  j  5  alors  les  valeurs  que  nous 

dy 
venons  de  trouver  pour  tango:  sont  imaginaires  5  -—•  est 

CImT 

toujours  positif  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  zéro 
et  tt  -,  donc  y  croît  sans  cesse  de  —  00  à  -f-  »  quand  x  varie 
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de  zéro  à  7r.  Donc,  dans  ce  cas,  l'équation  (i)  admet  une 
racine  et  une  seule. 

3 
Supposons  maintenant  (fig>  i)  tanga  <  y>  les  deux  va- 
leurs de  tango:,  fournies  par  l'équation  (2),  sont  réelles  et 
positives.  Soient  x'  et  xn  les  angles  aigus  correspondants  \ 
oc  variant  de  zéro  à  x\  y  croît  de  —  00  jusqu'à  un  certain 
maximum yt  ;y  décroît  ensuite  jusqu'à  un  certain  minimum 
y%  >  o,  qu'il  atteint  pour  x  =  xn\  enfin,  x  variant  de  x" 
à  ir,  y  croît  de  yt  à  -4-  00  . 

Fi&.  1. 


Si  donc  m  est  plus  petit  que  j'j,  l'équation  (1)  aura  une 
seule  racine  entre  zéro  et  ir$  elle  en  aura  trois  si  m  est 
compris  entre  y%  et  ^t,  et  une  seule  si  m  est  plus  grand 
que^. 

Problème  n°  5. 


Combien  V équation 


(0 


xe      *   ^      *'  = 


m, 


dans  laquelle  a  désigne  un  arc  compris  entre  zéro  et  —  «» 
et  mrtne  quantité  positive,  a-t-elle  de  racines  réelles? 
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Je  vais  construire  la  courbe  qui  a  pour  équation 

les  abscisses  des  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  la 
droite^  =  m  seront  les  racines  cherchées.  Formons  —  > 

le  signe  de  cette  dérivée  sera  le  même  que  celui  de  l'ex- 
pression 

—  \%x  —  sina  {x7  -f-  i^l. 

Les  deux  racines  de  l'équation 

IX 

x7 : h  i-=  O 

sina 


sont 


a  a 

tang  -     et     cot  -  •, 

2  2 


on  aura  donc 

^8!n*/        t\ 
x I 
p.       a     ^       xJt 


dy  sina  /  a\    / 


a:  —  cot  -  1  c 


a  .  .  a 


remarquons  que  tang -est  plus  petit  que  cot-»  Pour 
x  =  o?ty  se  présente  sous  la  forme  o  X  °o  :  on  trouve  que 
y  est  infini  \  -j-  sera  négatif  tant  que  x  sera  plus  petit  que 

tang  "\y  est  donc  décroissant  :  son  minimum  est 

sina/.        o         ,a\ 
a (Uua& cot-1 

j,  =  tang-<?      »    \      •        *v  , 

a 
>-,  =  tang  -  c008". 
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x  étant  compris  entre  tang  -  et  cot-*  -j-  est  positif;  y  croît 
jusqu'à  un  maximum  qui  a  lieu  pour  x~  cot-*  et  qui  est 


a 


y7  =  cot  -  e-008". 
2 


a   , 


Enfin,  x  variant  de  cot  -  à  -+-  oo  ,  y  décroît  sans  cesse  de 

y*  à  zéro.  Si  donc  m  est  plus  grand  que  cot-  e~°°$a,  l'équa- 
tion  (i)  aura  une  seule  racine  réelle }  cette  racine  sera  corn- 


os 


a 


prise  entre  zéro  et  tang  -•  Si  m  est  compris  entre  cal  -  e  co$ft 

Fig.  2. 


et  tang-e00*",  l'équation  (i)  aura  trois  racines  réelles  :  une 

/y  fÊ  *ê 

entre  zéro  et  tang-?  la  deuxième  entre  tang-  et  cot->  la 

2  2  J» 

troisième  plus  grande  que  cot —  Si  m  est  plus  petit  que 
tang  -ecosa,  l'équation  (i)  n'aura  qu'une  racine  réelle  plus 


grande  que  cot-- 

On  peut  remarquer  que  y\j%  =  i  ',  cherchons  les  varia- 
tions  de  j't  et  deyt  quand  a  varie  de  zéro  h  -•  On  a 

art                  cas2  et 
_y_l  __  ^co8  a . 

dot,  .a* 

2  cos*  - 
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donc,  cf.  variant  de  zéro  à  ->ji  croît  de  zéro  à  i  et,  par  suite, 

y*  décroît  de  +  x  à  i;  ainsi  ces  deux  quantités,  d'abord 
très-différentes,  finissent  par  devenir  égales.  La  fonction 

y  =  xe    aV<      x) 

n'a  plus  de  maximum  ni  de  minimum  quand  x  varie  de 
zéro  à  H-  oo  \  elle  décroit  constamment  de  -f-  co  à  zéro.  La 
dérivée 

£=_j-(x_,).r'(*-ï) 

dx  2.x  v 

s'annule  bien  pour  x  —  i ,  mais  sans  changer  de  signe 

Problème  n°  6. 

Combien  V équation 

.  ,  i3^t3 -4-  3x 

(i  arc  tango?  —  — - j— —    =  o 

a- 1- elle  de  racines  réelles?  On  prend  dans  tous  les  cas  lu 
valeur  de  arc  tango:  entre  les  limites et  A — 

Construisons  la  courbe  qui  a  pour  équation 

,    N  l3#3-f-3r 

»  ,=aret^x____?__, 

et  il  nous  suffira  de  chercher  les  points  où  cette  courbe 
coupe  Taxe  des  x.  L'équation  (2)  ne  changeant  pas  quand 
on  change  a:  en  — x  et  y  en  — j>^,  la  courbe  admet  l'origine 
pour  centre  5  les  racines  cherchées  sont  donc  deux  à  deux 
égales  et  de  signes  contraires.  Pour  #  =  0,  j=.o\  pour 

x  =  -f-  00  ,  la  fraction  =— - ,     '    .  est  nulle,  r  est  égal  à 

3A-4-hi4*,+  3  J  ° 
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—  •  Afin  de  savoir  comment  varie  y,  je  forme  -, f-  *,  je  trouve 
<iy i_ 

tljr         1  -f-  x1 


? 


(13jr'4-3jr)fiajs+a8jr)— (39^-4-3)  (3  j*+ 14  *M-  3) 

(3x*  +  i4**  +  S)9    . 

et,  après  certaines  réductions,  il  vient 

dy     >       i(yx*(3x* — ix* — i; 


dx       (  1  +  x*)  (3x*  -h  14 **+  3)> 
ou  bien 

d[y lÔ-r^Sar'-h  1)  (j?2 — 1) 

dx  ""  (1  -+.  «»)  (3^4-14**+  3}»' 

cette  dérivée  est  négative  pour  x  <  i ,  positive  pour  x  ^>  i  ; 
donc  j-  décroît  tant  que  x  est  plus  petit  que  i  ;  par  consé- 
quent, dans  cet  intervalle,  la  valeur  Aey  est  négative  ;  son 
minimum  est 

jrx=  j  —  -  =  —  0,0146 

pour  x  compris  entre  i  et  -h  oo  ,  y  croit  sans  cesse  \  il  est 

égal  àH —  pour  x  =  -h  oo  $  donc  il  existe  une  valeur  xQ 

comprise  entre  -4-  i  et  -f-oo  ,  qui  annule  jVet  il  n'v  en  a 
qu'une  seule.  Pour  x  =  ^3,  on  trouve 


'-K-'fr 


7T  7T 


quantité  positive;  donc  x0  est  compris  entre  j  et-^-  Ainsi 
l'équation  (i)  admet  les  trois  racines  réelles  o,  4-  x0  et 
—  jc0?  #o  étant  compris  entre  j  et  =  • 


fO  PREMIÈRE    PARTIE. 


Problème  n°  7. 
L' équation 

(i)  e*J*~l  =.m{x  +  ^&  —  i) 

dans  laquelle  on  suppose  m  ^>o,  est- elle  vérifiée  par  une 
ou  plusieurs  valeurs  de  x  supérieures  à  i  ? 

Considérons  la  fonction 

(2)    •  r= — — > 

et  demandons-nous  si,  x  variant  de  -M  à  -f-  <x>  ,  cette  fonc- 
tion peut  devenir  égale  à  m.  Pour  a:  =  j,   7  =  1}  pour 

j:  =  4-oo,j/"  =  h-qo.  De  l'équation  (  2  )  nous  tirons 

logj  =  .r  y^2 —  1  —  log  (.r  -f-  \jx*  —  I  ), 
1   e/^  x' 


r  <**     y7*'—  1  v7^ 


f-  y'^2  —  1 F==  =  2  V^*2  —  '  ; 


-j-  a  toujours  le  signe  -f-  ;  donc,  x  variant  de  -f- 1  à  -h  00  , 

y  augmente  constamment  de  1  à  -f-  00  $  donc  l'équation  (1) 
admet  une  racine  x  supérieure  à  1 ,  et  une  seule  si  m  est 
plus  grand  que  1  :  elle  n'en  admet  pas  si  m  est  plus  petit 
que  1. 

Problème  n°  8. 

L'équation  tangz  =  z  a-t-elle  des  racines  imaginaires 
de  la  forme  z  =  x  -\-y  \/— 1  ? 

On  sait  que  cette  équation  a  une  infinité  de  racines 
réelles;  cherchons  si  elle  admet  des  racines  imaginaires. 
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On  devra  avoir,  en  faisant  z-~x  -h y  y/ — i , 

z  =  tangz 
ou 


(•) 


mais 


i sinv^-f-rV — 0 

*-f-.TV  -  i  =  tangz—  — ) J--^_-s 

COS^-hjy7—  I    J 

sin  2  x  -h  sin  (  ?.y  \/ —  i  )  t 

COS2J7  H-  C0s(2j  y/ — l) 


sm(2^v  —  i)= y7— i, 

C0S^2^  y7—  I  J=   — 


2  ' 


il  viendra  donc 


(a)  .r-f-y-y— 1  = 


sin  2-r  H y7—  i 


^2/  -f-  cr-ljr 
COS2.r 


égalons  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  \/ —  i,  et 
nous  aurons 

sin2.r 

X  Z=.    9 

c*r-\-  e~7J 

C0S2X  H 

2 

(3)  \  eV—e-* 

2 
C0S23M 


On  tire  de  là,  par  division,  en  supposant  x  ctj-  différents 
de  zéro, 

,,v  sin2.r       *'/ — c^»r 

(4)  = 

*  2X 
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Or  le  second  membre  de  cette  équation  développé  en  série 
convergente  est  égal  à 

4j  r  .2.3        i  .2.3.4.5 

il  est  toujours  supérieur  à  1,  sauf  pour  jv*  =  o,  auquel  cas 
il  est  égal  à  1 .  Le  premier  membre  de  l'équation  (  4  )  est 
toujours  plus  petit  que  1 5  l'équation  (4  )  est  donc  impossible, 
et,  par  suite,  il  faut  que,  dans  les  équations  (3),xouj  soit 
nul.  Je  dis  que,  si  x  est  égal  à  zéro,  il  en  est  forcément  de 
même  dey;  en  effet,  dans  l'équation  (2),  faisons  x  =  o,  et 
il  viendra 

2  eV—e-V 

*—         eiy _|_  e-*T  ~  (er -+-  e-r »» 

H V 

2 

ou  bien 

er  —  e-r 


er  -f-  e~r 


y 


c'est-à-dire,  en  remplaçant  les  exponentielles  par  leurs 
développements  en  séries  suivant  les  puissances  de  y, 

,1    j"    1      y*      1 . . . 

i.2.3        i .2.3.4 -5 


1  = 


1  -f- 


1.2     1.2.3.4 

les  termes  du  numérateur  de  la  fraction  du  second  membre 
sont  respectivement  inférieurs  à  ceux  du  dénominateur; 
donc  le  second  membre  est  toujours  plus  petit  que  1, 
excepté  pour  y  =  o.  Ainsi  la  dernière  équation,  pour  être 
satisfaite,  exige  que  y  soit  nul  ;  la  supposition  de  x  =  o 
entraîne  donc  y  =  o,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  faire  y  =  o, 
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auquel  cas  l'équation  (a)  deviendra 

x=  tangx; 

donc  l'équation  tangz  =  z  n'a  pas  de  racines  imaginaires. 

Problème  n°  9. 

L'équation  tangs  =  kz  a-t-elle  des  racines  imaginaires? 
Faisons 

Zz=zx-\r  y  y'—  I , 

et  l'équation 

(i)  kz  =  tangz 

deviendra 


(n)  /-(.r-f-TV-i) 


S1I12X  H y — i 


e  y  -f-  er* 
C0S2a: 


Cette  équation  donne  les  deux  suivantes  : 

sin2.r 


C0S2.r 


kx  = 


2 

(3)  {  c-r—c-v 

2 


ty= 


C0S2.r 


on  en  déduit  par  division,  en  supposant  x  et  y  différents 

de  zéro, 

sin24? &r —  er-v 

ix  ^y 

et  nous  avons  vu,  dans  le  problème  précédent,  que  cette 


■  4 
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équation  est  impossible  ;  il  faut  donc  admettre,  ou  bien  que 
y  =  o,  et  alors  l'équation  (i)  n'aurait  pas  de  racines  ima- 
ginaires, ou  bien  que  x  =  o.  Dans  l'équation  (2),  faisons 
x  =  o,  et  nous  aurons 


eV  -+-  er*  -f-  a 


ou 


(4) 


*r  = 


ér—err 
à?  -4-  <?~* 


Pour  savoir  si  cette  équation  admet  des  racines  rè*elles> 
je  vais  construire  la  courbe  représentée  par  l'équation 


(5) 


U 


ér—e-y 
cr+c-y 


et  je  n'aurai  qu'à  chercher  les  points  où  cette  courbe  est 
coupée  par  la  droite  u  =  ky.  On  a 


du 


4 


dy        (er+er?yJ 

u  croît  constamment  avec  y\  pour  jy  =  o,  m  =  o;  pour 
y  =  -î-oo  ,  ii=  15  nous  obtenons  ainsi  (^g".  3)  la  branche 

Fig.  3. 


infinie  OC  tangente  en  O  à  la  bissectrice  de  l'angle  uOjr\ 
car,  pour  x=  o, 


=  1. 
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La  courbe  est  située  au-dessous  de  cette  tangente,  car,  en 
développant  les  exponentielles,  on  a 

I  4-  -  -^—5  -4-  .  .  . 
I  .2.3 

1-4- ~ h.  .. 

1  .2 

c'est  à-dire 

Enfin,  l'origine  étant  le  centre  de  la  courbe,  nous  trace- 
rons facilement  la  branche  OC  répondant  aux  valeurs  néga- 
tives de  y. 

Cela  posé,  si  k  est  plus  grand  que  1 ,  la  droite  u  =  ky  est 
une  droite  telle  que  OB,  comprise  dans  l'angle  uOA;.elle 
ne  coupe  pas  la  courbe  :  l'équation  (  1  )  n'a  donc  pas  de  ra- 
cines imaginaires. 

Si  k  est  plus  petit  que  1,  la  droite  u-=ky  est  comprise 
dans  l'angle  AOy  :  elle  coupe  la  courbe  en  deux  points  C 
et  C'}  on  trouve  deux  valeurs  -hyo  et  — y0  pour  y.  La 
conclusion  est  donc  la  suivante  : 

L'équation  tzngz  =  kz  n'a  pas  de  racines  imaginaires 
si  k  est  plus  grand  que  1  ;  elle  en  a  deux,  et  deux  seulement, 

5i  =  —  7e  V7—  1     et     z,  = -f.  7o  V7-- !  • 

si  h  est  plus  petit  que  1 . 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  les  pro- 
positions suivantes  : 

i°  L 'équation  tangz  =  kz  -+-  A,  où  h  n'est  pas  nul,  n'a 
pas  de  racines  imaginaires  si  k  est  égal  .à  zéro,  ou  plus 
petit  que  zéro. 

20  L' équation  tangs  =  -  •.-  na  pas  de  racines  ima- 
ginaires si  a  est  plus  grand  que  b,  b  étant  positif. 
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3°  L'équation  tamgz== tri  a  que  des  racines  réelles 

et  des  racines  imaginaires  de  la  forme  z  =  f  y—i\  elle 
n'a  point  de  racines  imaginaires  dans  lesquelles  la  partie 
réelle  soit  différente  de  zéro. 

Remarque.  —  Ce  qui  précède  est  tiré  presque  textuelle- 
ment du  premier  volume  des  anciens  Exercices  de  Mathé- 
matiques de  Cauchy. 


Problème  n°  10. 

rappliquer  la  formule  de  Leibnitz  à  la  recherche  de 
l 'expression 

dx* 

La  formule  de  Leibnitz  est 

dn.u\>  d*v        n  du  d*~%v 


u 


dt*  dx"         i  dx  dx*-* 

nous  ferons  ici 

«  z=  {i  —  x)m9      v  z=  X", 

et  nous  trouverons 

L  U„— 1.2.3.  .  . /îj'l  —  x)*— -  (-  J  x(i  —  a:)*-1 

(0 


On  peut  obtenir  cette  dérivée  d'une  autre  façon;  en  effet, 
en  développant  (i — x)n  par  la  formule  du  binôme,  on 
trouve 
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On  a  donc  aussi 

U»=(—  l)*     2/2(271—  l)...(/2  -+-  l)x» 

\in — i)(a/i  —  2J. . .  rt-r1»-1-*-. . .    • 

Comparons  les  expressions  (1)  et  (2)  de  UM,  et,  en  parti- 
culier, les  coefficients  de  xn  dans  ces  deux  expressions,  et 
nous  trouverons 

,.,.,....,_,j.j,+  (î)-+["Ji=SJ+..} 

=  ( —  l)"2rt(37î  —  i).  .  .  (rt-t-l), 

d'où 

\  1  /  1 .2. . . « 

ce  qui  est  une  formule  connue  pour  l'expression  de  la 
somme  des  carrés  des  coefficients  du  binôme. 


Problème  n«  11, 
Prouver  que  Von  a 

dn~*   /x  —  cota\  __     ¥(x) 
flx*-1  \    1  -f-  x1    )  ~~  (.r34-I),,, 

où  F(.r)  est  un  polynôme  de  degré  n-,  montrer  que,  quel 
que  soit  V angle  a,  V équation  F(x)  —  o  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles,  et  donner  l'expression  de  ces  racines. 

On  a  en  effet,  en  faisant  pour  un  instant  cota  =  a, 

x — a  1  |i  —  a  s/ — 1         1  -+•  a  ^ —  1  | 

1 -*-*'""  2[*  +  \/- 1  x  —  )f^ï  J' 

T.  —  Bec.  2 
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et,  en  prenant  les  dérivées  (n  —  i)lim", 


i  .2.  .  .(/i  —  ij  dx*-* 

—  lt  i  T  !  ""  a^—1  i  -f-  a  y7"—  i   1 

-  S i"  ">     L(7i737)-  "»■  (x-v^T)"J' 

Nous  avons  donc 

T(x)  =  K — -  i.2.3.  ..(/i  —  i) 

x[(i— as/~î)(x— v/I^7),,4-(I-4-flVc^7)(x-f-v^z^^),,], 

expression  d'où  les  imaginaires  doivent  disparaître;  faisons 

a?  =  cot  9, 
et  il  viendra 

(i  —  a  yCIT)  (.r  __  y/^!)"  +  (  i  -f-  a  /^"i  )  (*  -{-  y7^  )" 
i      T      (i  —  a\j — i)(cos/2Ô  —  y^ — i  sin/?ô)"| 
sinnô  |_-4-(i  H-  «y7—1  )(cos/iO  -f-  y7—  ï  sinnO)  ] 

2 

àinn  9  v  ' 

2sin/*9.         .  ^   x 

=  — : — —  (cot/29  —  cota). 
sin"9    v  l 

Ainsi  les  racines  de  l'équation  F(x)  =  o  seront  données 
par  l'équation 

tang/z9  ~  tanga; 

ces  racines  seront  donc 


^i 


a  /a        tt\  a        /a        /i  —  I     \ 

=  tang-?   x2=tangl --f— Jv*  #„=  tangl .- H n 
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Problème  n°  12. 
Prouver  que  la  fonction  y  de  x  définie  par  l'équation 

(i)  arccos^  =  log^j 

vérifie  l'équation  différentielle  linéaire 

(2)  x    -J-zÉï  +  (2/2+1    -r  -— ff  -J-2/25--^-  =0. 

En  diflerentiant  une  première  fois  l'équation  (i),  on 
trouve 

(3) =n  — 

V«2 — y2  x 

ou  bien 

dy  I 

Differentions  de  nouveau,  et  nous  aurons 

d*y        dy  ny        dy 


dx2        dx        Ja2 y7  dx 

ou,  en  tenant  compte  de  l'équation  (3), 

d2y  dy 

differentions  n  fois  à  l'aide  de  la  formule  de  Leibnitz,  et  il 
viendra 

dn+iy  d'^W  dnY  dn+lY 

dx"+2  dxn+x  v  '  dxn  dx»4-* 

dn  y  d"  y 

d*"  dxtt 

eu  réduisant,  on  tombe  sur  l'équation  (2). 

?.. 
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i 

Problème  n°  13. 

i 
Irouver  la  dérivée  rième  dey  =  cr. 

On  a 

(i) 

(*) 


y  = 

I 

dx 

I 

~~  X* 

i 

d*x 
dx'  ~~ 

I 

H-  nx) 

X 

f/3y  j  — 

«or8  ^e  v 


On  est  conduit  à  poser 

dnr       ( —  iV*       - 

(3)  -J  =  ll£**> 

Qn  étant  un  polynôme  de  la  forme 

(4)  Qn  —  i  -t-  <z,  .r  -f  at  .r? -t- .  .  .  -+■  rt„_ ,  ^r"-' . 

Il  faut  trouver  la  loi  des  coefficients  a,',  at, . . . ,  «„_!• 
Des  deux  équations  (i)  et  (2),  je  tire 

(5)  *j-+x  =  o. 

Je  prends  la  dérivée  nieme  du  premier  membre  de  cette 
équation,  en  appliquant  la  formule  de  Leibnitz,  et  j'obtiens 


X2 


dH+ly  dny  ,  v<7n-' r        dnY 

dxn+x  dxn  K  dx»-x         */.r" 


,  ,  ,  dn+lr    dny    dn~lY 

dans  cette  équation,  je  remplace      B+|  >    ,—  >      ^  respec- 
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tivement  par 

T  I  I 

valeurs  tirées  de  la  formule  (3),  et  je  trouve,  en  suppri- 

i 
mant  le  facteur  commun  e"*, 

(6)  Qn+t  —  {*nx  -f-  l)  Qn  -4-  /i  (/i  —  !)*»<>,_,  =  o; 

nous  avons  ainsi  une  relation  entre  les  trois  polynômes 
consécutifs  Qn__,,  Qn,  Qn+1. 

Je  différentie  la  formule  (3),  ce  qui  me  donne 


=  (—  i}*«*    *-2«  ^  —  (an*  -f-  i)*r**~*Qm 


ou  bien,  en  remplaçant  -7-^,  par  ( — i)*+l  &"**"*  Qtt+t  &*  i 

Q«+,  —  (2/IX-+-l)Qn-4-«a-^-=:0. 

Comparant  cette  formule  à  la  formule  (6),  on  en  conclut 
(7)  §  =  «(»-!  )Q^. 

Voilà  encore  une  relation  importante  entre  nos  polynômes. 
Je  diflërentie  les  deux  membres  de  la  dernière  équation, 
je  trouve 

la  formule  (7),  où  Ton  remplace  n  par  n  —  1 ,  donne 

-^T  =  (*  —  1)  («  —  2)Q„->, 
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et,  des  deux  dernières  formules,  on  déduit 

(8)  ^  =  n  (* -!)«(»- a)  Q.- 

Dans  l'expression  (6),  je  remplace  n  par  n —  i,  ce  qui 
me  donne 

(9)  Q*—  I»  (*  —  0*  ■+■  i]Q*-i  -+-(«  —  0  (*  —  a)*,Q*-»=  o, 

et,  entre  les  équations  (7),  (8),  (9),  j'élimine  Q„_i  etQn_,. 
Je  suis  ainsi  conduit  à  l'équation 

(lO)  ^^'-[l+^-lW^+^-ll^O. 

Nous  avons  ainsi  formé  une  équation  différentielle  li- 
néaire du  second  ordre  à  laquelle  satisfait  le  polynôme  Qn. 
Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  l'expression  (4)  de  Q„  dans 
cette  équation,  et,  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  di- 
verses puissances  de  .r ,  on  aura  des  relations  propres  à  déter- 
miner les  coefficients  at,  <z2, . . . ,  «„_i.  Le  coefficient  de  xp 
est,  comme  on  s'en  assure  aisément,  * 

ap[p  (p  — l)  —  *p(n  —  0  -+-  n(n  ~  0]  —  (p  -+-  0  ap+i 

ou 

ap{n  —  p)  (/2—  /?  —  1)—  (/?  -l-i)^,, 

On  aura  donc 

"/+■  -  ]TTi *" 

en  faisant  successivement  /?  =  o,  1,  2,. . . ,  et  remplaçant 
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a0  par  i ,  on  trouvera 

*,  =       t  ^      (*  —  i)(«  —  a;, 

/*(«  —  i)(/i  —  2),  w  w 

1  •  2  •  J 


Nous  aurons  donc 

1-7—-=  - — ~-  é'X  1-4-  -(/1  —  \)x 

(11)  J  ***■       *2a     L     * 

-+-  -i ^(/*  —  l)(«  —  a)*»-K.. 

Problème  n°  14. 

Trouver  la  dérivée  niè,ne  de  <p  (  -  j  • 

Soient  y  =  ©(-)>  u  =  -;  on  trouve  successivement 
dr  1    ..   . 


les  coefficients  &,,  £2,. . .  étant  indépendants  de  la  fonc- 
tion y (u) }  faisons,  pour  déterminer  ces  coefficients,  <f(u)  =  e% 
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i 

et  nous  aurons,  en  supprimant  e*  dans  les  deux  membres, 

comparant  cette  expression  avec  celle  trouvée  dans  l'exer- 

i 
cice  précédent  pour  la  dérivée  nième  de  e*,  nous  voyons  que 

l          n  i              \         t          n  (n  —  0  /  w  ^ 

6,=  —  [n  —  i),      b2= — : -(n — i)  (n  —  2,.... 

i  '  1.2 

Nous  avons  donc,  pour  la  formule  cherchée, 


9 \x)      —i)nr,,,,    n, 


)arj<*-0(n) 


H-  ^-^-  (»- i)(«  —  a)«»fC— )(«)-+....l 


Problème  n°  15. 

Trouver  la  dérivée  nième  dey  =  e~x\ 
On  trouve  successivement 

(i)  r  =  *—; 

(a)  |=-^, 

g  =  (4*' -*)-*', 

T£j-  =  (—  8.T3  -4-  I  2.2?)  £<-*% 
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et  l'on  est  conduit  à  poser 

dnY 

(3)  ^«-U.. 

U„  étant  un  polynôme  de  la  forme 

<zt,a4v  . .  désignant  des  coefficients  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner. 

Des  équations  (1)  et  (a)  on  tire 

(5)  g+2xr  =  o, 

et,  en  différentiant  n  fois  et  appliquant  la  formule  de 
Leibnitz, 

drH'lr  dny  d"-xY 

- —   -f»  2X  -r^-  -4"  2/î-r =  O; 

«fcr**»  dx*  dx*-1 

dans  cette  expression,  je  remplace  les  dérivées  d'ordres 
7i -h  i,  7i,  n  —  i  respectivement  par  e~x,Un+1 ,  e~"x2U„, 
e~jei\]n^i^  je  supprime  le  facteur  commun  e"x2,  et  je  trouve 

(6)  U^  -f-  7.X U„  +  2/2 U„-,  ==  O. 

Voilà  une  relation  simple  entre  Irois  polynômes  consécu- 
tifs 5  je  diflérentie  l'expression  (3),  ce  qui  me  donne 


d*+xy 
dx*+ 


:—(£—".) 


Je  remplace  dans  cette  équation       +|  par  e~xlUn+1,  je  sup- 
prime le  facteur  commun  e~x*,  et  j'arrive  à  l'équation 


dx 


=  UrH_,  4-  2.rU„, 
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qui,  en  vertu  de  la  relation  (6),  se  réduit  à 

j'en  déduis  par  la  différentiation 

rf»U.  _  rfU-, 

mais  la  formule  (7),  quand  on  y  remplace  n  par  n —  1, 
donne 

—  =-2(«-.)U^„ 
et  des  deux  dernières  formules  je  conclus 

W  f^î=4»(«-i)u„_1. 

Dans  la  relation  (6),  en  remplaçant  n  par  n  —  1,  je  trouve 

(9)  Un-l-2.rUM_1-4- 2(/z  —  i)U„.2  =  o; 

éliminant  Un_t  et  Un_s  entre  les  équations  (7),  (8),  (9),  il 
vient 

Voilà  donc  une  équation  linéaire  du  second  ordre  à  la- 
quelle satisfait  le  polynôme  U„. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  remplacer  dans  cette  équation 
U„  par  l'expression  (4),  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  a:,  nous  aurons  des  équations  propres 
à  déterminer  les  coefficients  a,,  a4,. . . .  On  trouve  que  le 
coefficient  de  xn~*P~*  est  égal  à 

(/*  —  ip)  [n  —  ip  —  ï)tfa?4-  4(/?  ■+■  I  )*»/»+* ; 
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on  a  donc 

*■ 

aip+*  —  ■ 

(n- 

-  2/>)  (n  —  ip- 

4(/>  +  ») 

«»/» 

faisant 

successivement  p 

=  O,   lj  Q, .  •  •  , 

nous  aur< 

a2  =  — 

i 

■  l)  *. 

akz=z-\- 

n(n  — 

-i](n—  2)(«  — 

I  .2 

•3)  a0 

27 
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L'expression  à  laquelle  nous  arrivons  pour  la  dérivée  n 
de  e~~*7  est  donc 

/  d"e~**        .       .  r,       N        „f„  —  i) 

!  H ^-^ — -  (-)-<-..  J 

L'équation 

UB=0      OU      (7.xf - '-  (2J:)n-,  +  .  .  .  =  0 

a  toutes  ses  racines  réelles  ;  cela  résulte  très-simplement  du 
théorème  de  Rolle.  En  effet,  la  fonction  y  =  e"~*2  s'annule 
pour  x  =  —  go  et,r  =  -{-Go;  entre  ces  limites ,  elle  est 
fonction  continue  de  x  \  donc  la  dérivée  s'annule  au  moins 
une  fois  quand  x  varie  de  —  00  à  -4-  00  $  soit  a  cette  valeur 
de  a:  qui  annule  la  dérivée  de  jy  ou  e""*2Ui  :  elle  annule  donc 
Ui .  Nous  voyons  que  la  dérivée  s'annule  pour  x  =  —  00  , 
oc  =  «,  x  =  4-  co  -,  entre  ces  limites,  elle  est  fonction  con- 
tinue de  X]  donc  sa  dérivée  ou  e~~xi\Jt  s'annulera  au  moins 
pour  deux  valeurs  (3  et  y  de  .r,  (3  étant  compris  entre  —  00 
et  a,  y  entre  a  et  -+-  00  •,  |3  et  y  sont  donc  les  racines  de  l'é- 
quation Us  ==  o,  qui  est  du  second  degré.  On  montrera  de 
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môme  que  la  fonction  e~x*Uf,  s'annulant  pour  x  =  —  oo  , 
x  =  (3,  .r  =  y,  a:  =  -h  oo  ,  sa  dérivée  e~xSU8  aura  trois  ra- 
cines tf,  e,  £  comprises,  5  entre  —  oo  et  (3,  e  entre  (3  et  y, 
£  entre  y  et  -f-  oo  \  l'équation  U8=  o,  qui  est  du  troisième 
degré,  aura  donc  ses  trois  racines  réelles.  On  arrivera  ainsi 
à  montrer  que  l'équation  U„  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles. 
Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  prouver  que  les  ra- 
cines de  l'équation  Un=  o  sont  comprises,  en  valeur  abso- 

lue,  entre  —  et  1  /  — '  • 

sjn       V  ^ 

Les  résultats  précédents  sont  dus  à  M.  Hermitc. 


Problème  n°  16. 

Trouver  la  dérivée  rihme  dey  =  <p(«r*). 

Soient   x*  =  «,  y  =  <f  (n)$    on   trouve    de  proche   en 
proche 

%  =  **<*'{»), 


^  =(2  x)a  ?(")  (a)  +(2  x)— »  6,  T(— »  >  («)  -j-(a .*}"  "•  £,  f<— »>  («}  -H ... , 

ii,  èf , . . . ,  étant  des  coefficients  indépendants  de  la  nature 
de  la  fonction  cp;  nous  les  déterminerons  en  remplaçant  dans 
l'équation  précédente  j"  par  la  fonction  particulière  e~x"; 
nous  trouverons  ainsi 


comparant   cette    expression   avec  l'expression  (  1 1  ) ,    on 
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voit  que 

*(/?  — i)  ^(^-i)(^~2)(/i-3) 

&l 9        02 —    j.... 

1  1.2 

et  il  en  résulte  la  formule 

d*.  ©fx')       ,      %     /w    %      n[n  —  1)  , 

P—i  =(2x)V")(iO-f--^ ^/(2.r)»~'?(»-0(|/) 

n[n — \)(n — 2V/1 — 3),     x     4   ,     ,w  . 
I .2  v      y       t         v 

APPLICATIONS. 

i°  Faisons 

?(if)  =  (i  —  tt)"+2, 
d'où 

A*>(«)  =  (-i)p(iiH-i)^  ', 

et  nous  trouverons 


•n-t-r 


*  l      y     J — =i.3.5...(2»  +  i)(-..iWi--*» 


4-^o^y 

1.2.3.4-5         \     x     )      "'] 


ou,  en  changeant  n  en  n  —  i , 


tn  1 nin — i)fn — 2)         /  / N,         ~| 

Or    si  l'on  pose  x  =  cos  9,  l'expression  entre  parenthèses 
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devient 

n       »_i     •  n{n  —  \){n  —  2)  .      .  . 

-  cos°-!ysiny '-±~ '  cos"-8?  sin'ç  -+- . . . . 

I  I    •  2  •  û 

C'est  l'expression  de  sinny  =  sin(n  arccosx)}  on  a  donc 

,/— '(i-*»)— »                    i.3.5.  ..(2/1  —  1)  .    ,  . 
v  .  __, =  (— 1) -sin(/iarccos.r); 


cette  formule  est  due  à  Jacobi. 

1 


20  Posons  <?(u)  = >  ?i  __  m —  1,  il  vi 

.ff)(B)  =  (-i>!'a,î'"^ 

t     v   ;      v       ;    (i-4-a)p+» 
et  la  formule  (11)  donnera 
•  f/OTarctang.r 


viendra 


*?*-      -(-0w-,,---3---('»-') 

[(2.r)m-!  /w — 2      (2'x)"1""3 

_____  ,  .         ^  ^-_____ 

(m  — 3)(m —  4)      (2-r)w_& 


X 


(m  —  3)  (m— •4)      (2.r),w-*  "j 

posons  a:  —=  tangç,  et  il  viendra 
</OTarctanfîr.r  ,  ~.       ,  % 

; —  ~(—  îr'  I.-.3.  .  .f/7ï—  i)cos'"-M(p 

r./  •   %       m  —  ^  /  .  x 

X    (  2  sin  <p  J'"-1 (  2  sin  f  /"-3 

(m—  3)  (m  —  4)  ,      .      x  1 

_4-  l __ — . — _z  (2sin^)'n-s— . 

3°  Posons  cp(z^)  = ->  n  —  m  —  1,  et  nous  aurons 

y/i  —  u 

...  .    1.3. 5. ..(20 — 1).     ,,-»-i 
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La  formule  (n)  donnera  donc 

d m  arc  sinjr  ^  ^       .  _  /     x     \m 


dxm 


—  =i.3. 5... (a/72  —  3)  (7—^) 

L         X  2(2/72—3)  \  X  /J 

;  (m,I)(m^2)(m-,3)(w-4)/v/,^,r>y|    ^ 

2.4(2/72 —  3)(2/72  —  5)        \         X         / 


Problème  n°  17. 

Trouver  la  dérivée  d'ordre  n  dey  =  arcsin.r. 

Nous  avons  déjà  donné  une  expression  de  cette  dérivée 
en  partant  de  la  formule  qui  fait  connaître  la  dérivée  niime 
de  f(x*) }  nous  en  aurions   une   nouvelle  en  cherchant 

1  —1  l 

la  dérivée  (n  —  i)ième  de  — =  =  (1  -*-  x)    2  (  1  -f-  x)" 2  et 

y7!  —  X1 

appliquant  la  formule  de  Leibnitz.  Cette  formule  se  trouve 

dans  les  Exercices  de  M.  Frenet,  p.  84. 

Nous  allons  suivre  une  autre  méthode,  semblable  à  celle 

1 
employée  dans  le  cas  de  e~x2  et  ex  ;  faisons 


(I) 

1 

v  ^-~    -                    .... 

J    ; i 

et  nous  aurons 

dn+i  arcsinjr       dny 

dx"*1  dx* 

Or  on  trouve  successivement 

djr  x 

<2)  ^  = v 
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d2y         1  +  2^ 


dx* 

i 

(i 

-      ■  ,» 

d'y 

dx* 

Q.r  -4-  6x* 

■        ,» 

(i  -  x*y 

d'y 

9 

-4-  72**^4-  24** 

dx* 

(i-*T 

on  est  conduit  à  poser 

(I  X7)        * 

P„  étant  un  polynôme  de  degré  ny  pair  ou  impair,  en  même 
temps  que  rc,  et  dans  lequel  le  coefficient  de  af1  est  i.2.3...n; 

ainsi  ce  coefficient  est  6  =  1.2. 3  dans  -rr»  il  est  24=1*2.3.4 

itxr 
dky 

dans  -_—  ?  et  Ton  démontre  sans  peine  que,  si  on  le  suppose 

d  *  y 
égala  1.2.  3.  ..n  dans  -r~>  011  le  trouvera  égal  à  1.2. 3...  (/1 4- 1) 

dans  la  dérivée  suivante. 

Pour  déterminer  les  autres  coefficients  de  Pn,  nous  allons 
trouver  une  équation  linéaire  dont  P„  est  une  solution,  en 
opérant  comme  il  suit  :  des  équations  (1)  et  (2)  nous  ti- 
rons 

dy 

nous  différentions  n  fois  cette  équation  à  l'aide  de  la  for- 
mule de  Leibnitz,  et  nous  trouvons 

rffl+lr  dny  ,  dn-W 

v  'dx*+l  dx»  K  J  dx»-1 


dny  d"^xy 

dx"  dx"-1 


—  x  -rr—  —  n  - =  o  ; 
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réduisant  et  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs  tirées 
de  l'équation  (3),  dans  laquelle  on  remplace  n  par  n  -f-  i, 
n  et  n  —  i ,  nous  aurons 

(4)  P.+1—  (in  -4-  i)xVn  —  n*(i  -  x')P„_,  =  o. 

Je  différence  l'équation  (3),  ce  qui  me  donne,  en  rcm- 

plaçant  immédiatement  y-^  par — — ^  » 

dx  (i  —  •r,)"+ * 


P^-law+OxP,       rfP, 


M 


j  —  .r2  dx 

ou  bien,  en  tenant  compte  de  la  relation  (4), 

(5)  S  =  "ÎP-- 

De  cette  dernière  équation  je  tire 

fi*Vn  dVn^ 

=  rv  — - —  • 

dx2  dx 

Or  l'équation  (  5) ,  quand  on  y  change  n  en  n  —  i ,  donne 


dx 


=  (»-i)jp_j; 


nous  concluons  de  là  que 

(6)  ^r"  =  «•(»-•  )'P_,; 

entre  les  équations  (4)?  (5)  et  (6),  nous  éliminons  Pn_i  et 
Pn_„  et  nous  trouvons 

d*P  dv 

(7)  (-")ïr+(«-»)«ï-*,P.  =  «. 

Voilà  une  équation  différentielle  linéaire  qui  va  nous  servir 
T.  —  Rec.  3 


V 
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à  déterminer  les  coefficients  du  polynôme  Pn.  Posons 

P„  —  A0  x»  -f-  A,  ^~2  -f-  A,  x"-4  -+- 

Substituons  cette  expression  dans  l'équation  (7),  égalons  à 
zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x,  et  nous 
aurons  les  relations  suivantes  : 

—  22  Ai  -4-  n  [n  —  I  )  A0  ===  O, 

—  42Aa-4-  (n  —  2)  (n  —  3)  A,  —  O, 


d'où  l'on  tire 


n[n  —  1)  1 

A,=:-^ --A0, 

1.2         2 

n[n  —  1)  [n — 2)  (n  —  3)  1.3 

A2 —  0    ,  -  /An 

1.2.34  2  •  4 


Nous  aurons  donc,  en  remplaçant  A0  par  sa  valeur, 
dn+l  arcsin.r 


1 . 2 ...  n         dvn+ 


ï  f  nln—i)  1     M   A       n(n  —  i)(/i— 2ÏÏ/2—  3)  1.3 

/l_xi),H"iL  I-2     2  1.2.3.4  2-4 

.  +  *(*—  1) {n— 2) (/?— 3) (/1— 4) (/*— 5)  i.3.5 ^_c_^_      I 

1.2.3.4.5.6  2.4.6  "  J 

Dans  la  formule 

T 

dn 


v/i-.^2  P/» 


<**"  (^^y+T' 


changeons  o:  en  x  ^ —  1  -,  nous  en  déduirons 

1 

dn   , 


<**"  (1 +*»)"** 
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et  nous  aurons  cette  expression  du  polynôme  Qn 

I  .2.  .  .72  1.2         2 

^    n(n-j)(n—  2)(/2-3)  i.3^_ 

1.23.4  *2  •  4 

L'équation  Q„=o  a  toutes  ses  racines  réelles;  on  le  dé- 
montre à  l'aide  du  théorème  de  Rolle,  comme  on  l'a  fait 
pour  l'équation  U„=  o,  à  propos  de  la  dérivée  rieme  de  e"~x\ 

En  effet  la  fonction  ?  qui  s'annule  pour  x  =  —  co 

yi  +  x1 

et  x  =  H-  00  ,  reste  finie  et  continue  dans  tout  cet  intervalle  ; 

donc  sa  dérivée  ou - — -  s'annule  pour  une  valeur  x '=  a. 

(i-f-.r')T 
comprise  entre  -—  oo  et  -h  oo  -,  a  est  la  racine  unique  de 

l'équation  Qt  =  o.  L'expression  - — -  s'annulant  pour 

or  =  —  00,  x  ™  «}  jr  =  4-  00  ,  et  restant  finie  et  continue, 
sa  dérivée  s'annule  au  moins  pour  deux  valeurs  (3  et  y  de  .r,  % 
P  étant  compris  entre  — oo  et  a,  7  entre  a  et  -f-  00  ;  cette 

dérivée  est  d'ailleurs — ^;  donc  l'équation  Q8  ~  o^  qui 

(i-f-.r')T 

est  du  second  degré,  a  ses  deux  racines  réelles,  (3  et  y;  eu 
continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  arrive  à  démon- 
trer que  l'équation  Q„  =  oa  toutes  ses  racines  réelles. 

Nous  allons,  pour  terminer  ce  sujet,  donner,  d'après 
M.  Hermite,  un  dernier  moyen  pour  arriver  à  la  dérivée 
1,1 


71 


terne  fe  ou  (Je 


s/l  —  .v*  ^l-h 


X* 


Considérons  l'intégrale  définie 

L,      (a  —  .x)sji 


L 


3. 


36  PREMIÈRE    PARTIE. 

dans  laquelle  a  >  1 ,  et  où,  par  conséquent,  l'élément  diffé- 
rentiel n'est  jamais  infini,  excepté  aux  limites.  Pour  ob- 
tenir la  valeur  de  cette  intégrale,  nous  emploierons  la  sub- 
stitution 

I  -I-  rtCOS? 

a  -+-  cosy 
d'où  Ton  déduit 

si  no 


y/i  — x*=  sja* —  i 


a  -+-  cos© 


à1 —  i    i 


a  —  x  =  -\ — ■    -, 

a  -+-  cos© 

</.*  =  — .«*— i), T      -N-; 

;  (û  -4-cos*)1' 

dy  est  «négatif }  pour  x  =  —  i ,  nous  prendrons  cp  =  ir,  et 
pour  x  =  +  i,  cp  =  o5  notre  intégrale  deviendra 


-r 


f/0 


7T 


.nous  avons  donc 


7r  /*+'  rfr 

_  _  ■  ^^;     I  ■  j _^  • 

û1 — I        J_l      (a—x)\f\—a? 


y/, 

Nous  allons  différentier  relativement  à  a-,  nous  pourrons 
le  faire  sous  le  signe  y,  puisque  l'élément  différentiel  reste 
fini  5  nous  obtiendrons  ainsi 

,/«—  i—         „ 
7r  y/a3  —  i  _   T"4-  I  (—  i)nd:r # 

i    2.3..."  </«"  »/__,      (a  —  xj-t-'^f  — xj1 

l'intégrale  du  second-  membre,  quand  on  met  au  lieu  de  x 
sa  valeur  en  fonction  de  y,  devient 


-J i — r   |      (a  +  cos»)V/<p; 
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nous  aurons  donc 


*■- _L= 


* \/<i7—i  __    (—  i)*      r*  . 

1.2. 3...  n         da»        —  (ai^j^iJo    ^  +  COS^     ** 


Or,  par  la  formule  du  binôme, 

n                       n(n  —  i) 
(  a  -h  cosf  )"=  a*  H an~x  cosy  H n"-1  C0S1?  -4-  .  .  .  , 

I  1.2 

et  Ton  a,  du  reste, 

COSydy  z=z  o, 


r 

I        COS'ydty  =  —  7T, 
«/O  2 

/»» 

I        COS8f  flty  =r  O, 
t/O 

/**  I     3 

I      cos4  »</©  =  — 7  /r , 
Jo  2-4 


il  viendra  donc 

i 


d 


n 


s/a*—  i 


i .  2 .  o .  . .  n         dan 


(—  i)n    r      /2(/2  — i)  i 

/i(/2  — 1)(/2  —  i){n  —  3)  1.3 


r—- 


1.2.3.4  2 

On  en  conclut,  en  divisant  les  deux  membres  par  \J —  j  , 


1  ,         ' 


l'expression  de  — ^-^ et  celle  de  — — —  >  en  chan- 


dan  da* 


géant  a  en  a  \/ —  1 . 
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Problème  n°  18". 

Trouver  la  dérivée  niime  dey  ~<f(e*). 

Posons  u  =  ex,  et  nous  trouverons  successivement 


<o 


z£=é»1r(u)+*f'(u). 


S  =  "*«>-<- £-*•<■> 


a 


\  H *-5  **<fm{u)  -4-...-1-  «"■^")(ii). 

i  I  •  2  •  O 

Pour  déterminer  les  coefficients  qui  sont  indépendants  de  la 
nature  de  la  fonction  <p,  je  ferai  ç(m)=  u%=ex%\  l'équa- 
tion (i)  deviendra,  après  la  suppression  du  facteur  com- 


mun exs, 


,    .                             z(z —  i)            z(z —  i)(z — a) 
2)  zn  =  z  +  a2— -  H-«s-i ^ -  H-..  .; 

Y  .2  I .2.3 

dans  cette  équation ,  je  fais  successivement  z  =  a .  3 .  .  . , 
ce  qui  me  donne 

2"=  2  4-  au 

3"  =  3  H-  3  a,  -+-  «s, 

4"=4"+-  2.3a, 4-4^3-4-  <*4> 

et  j'en  tire 

^  =  3"—  3.2"-f-  3.in, 

«4 =4« — 4-4"-^-  6.2m—  4. în, 

al==  5n—  5.4n-f-  io.3n  —  10. 2" -f-  5.i", 
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on  a  généralement 

m ,  m[m  —  i) ,  , 

amz=  mn [m  —  i,"H - [m  —  2]n — .  .  . . 

i   v  '  1 .2        x 

On  saura  ainsi  trouver  la  dérivée  ri*™*  d'une  fonction  de 
sin.r  et  cos,r,  en  remplaçant  sin.r  et  cosa:  respectivement 

par et •  Si,  par  exemple,  on 

2\/ — I  2 

veut  trouver  la  dérivée  riime  de  tang.r,  on  aura 


nga:: 

i 

: 

I 

</- 

5 
I 

,  en 

faisant 

X=  2#^ — I, 

il  viendra 


£X —  i                     7. 

i  '         T  tonnr  <*•  —                        —  i                              • 

V     "anga-_cX+i_i      ^+i, 

comme 

</X  =  2  y/ —  I  d.v, 

il  viendra 

*****     UJ    ,Y»     l!.+  I. 

35r--v-v-*y         <*x« 


Problème  n°  19. 


'  Trouver  la  dérivée  nième  dey  =f\og(x). 
Je  vais  faire  un  changement  de  variable  en  posant 

log  x  z=  u} 
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d'où  je  tire 

x  =  e",     dx=z  ePdu* 

J'aurai  successivement     x 


dy  m 
dx 

r=  e~ 

du 

d'y 
dr* 

Z=LC~ 

~T.{'~ 

SA. 

du)' 

=z  e~: 

d*Y 

4u* 

e~u 

xdy 

du 

d'y 
da* 

=  e~ 

-H- 

d*y 

lu        *' 

du7 

-«-"%) 

=  c~ 

,  d'y 

-Sa        J 

du3 

3e->u 

dW 
du* 

du 

•  •  •  » 

On  peut  écrire  symboliquement 

dx}  du  \du  J 

dx'  du  \du         J  \du  J 

en  convenant,  une  fois  les  multiplications  faites,  de  rem- 


*"-  (£)■•  m 


•  •  •  par 


d2y     d*y 


du1      du3 
Nous  sommes  donc  conduits  à  poser 


9   •  •••  • 


<■>    ë=-"l(l-)(s-I)-[S-("-)]- 

Je  dis  que  cette  formule  est  générale  ;  je  vais  prouver 
que,  si  elle  est  vraie  pour  la  nième  dérivée,  elle  Test  aussi 
pour  la  (n  -f-  i  )'*"".  En  effet,  posons 

dny 
dx11 
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•  - 

et  nous  aurons 


d*+\y  d.er*uM 

—  —  e~u =z  £-(»+•  u 

dx*+l  du 


(£-") 


JTT 

Former  — *  dans  notre  notation  symbolique,  c'est  mul- 

//y 

tiplier  U  par  -f-  ;  nous  aurons  donc  symboliquement 


du 

dn+xy 


daP+i 


—  <?-<«+«)« 


»(£-: 


du  \du         j         \du 

ce  qui  démontre  la  généralité  de  la  formule  (1).  Définissons 
les* coefficients  An  Aj, . . . ,  An_i  par  la  formule 

* 

^2M        =  3"-1  —  Atz"-a  4-  A23»-3  — .  . .  -f-  (—  i)«-«  A„_i  ï 

remplaçons  dans  l'expression  (1)   e~nu  par  #~n,  et  nous 
aurous 

(3)    dmfjte*)  -^tflm){u)_Ai/^^ 

D'après  la  formule  (2),  on  voit  que  At  est  la  somme  des 
n  —  1  premiers  nombres  ;  A,  est  la  somme  des  produits  de 
ces  nombres  deux  à  deux,  etc. 


Problème  n°  20. 


Montrer  que  la  Jonction  u  =  yjx*  -I-J^H-  -z8   vérifie 
l 'équation 

d*u        d4u        d*  u  d*u  d*u  dKu 

2   .    .  .  .  -4-  2    .  .  .  ,  -f-  2   .  ,  .  .  =  o.      • 


dx%        dyk         dz4  dy^dz*  dz^dr2  dx*djr'* 
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On  trouve  aisément 

d*U  y*-±.z2 

^  =  ',  Zi 

(xî+jî4-2,)î 

d' u  __  z2  -+-  x* 

<£2a  .r»  4- .y*1 

(;c24-.r24-*a) 

et  l'on  en  conclut 

,  .  d7u        d2u        d2u 

(0  ^=33-^ 


dx2         dy2         dz>         ^a*+y*  +  z* 

On  trouve  maintenant 


d'où 


d2\> 

2.x2— y7— z2 

dx2 

(*»  +  jr24-z2)T 

d*v 

2^*  —  z2  —  .r2 

dy2 

—  2                                ^ 

d'y 

2  z2  —  .r2  —  r 2 

dz2 

d'v 
dx2 

<*2i>      </2p 

4- ! =  o; 

dy2        dz2           ' 

mais,  en  se  reportant  à  la  définition  (i)  de  v,  on  trouve  que 

d2v        d2v        d2v  ,     ,  , 

^-f'^-f-5?estcSala 

*/4h        dku       d*u  dku  d*u  d*u 

"+■  tt  H — rr  -H  *   ,  ,  ,  .  -H  2   ,  .  ,  --  4-  2 


dx*        dy*        dz*  dy2dz2  dz2dx2  dx2dy2*> 

donc  cette  dernière  expression  est  nulle  identiquement. 
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Problème  n°  21. 

Que  devient  l'équation 

d*Y  d'Y  d'Y  d'Y  d'Y  d'Y 

*d*+>    &+*&+*&d*  +  "d^+*dï&  =  0 

quand  on  remplace  les  variables  indépendantes  x,  y,  z 
par  les  nouvelles  variables  X,  Y,  Z,  liées  aux  premières 
par  les  relations  x  =  YZ,  y  .-=  ZX,  z  =  XY  ? 

On  a  les  formules 

*      dY  —v  d\  dV  t 

—  — X —       Z  — 

dY  dz  d.x 

—  =Y  —  -+-X  — , 

dZ  dx  dy 

d'Y  rf'V  d'Y  m       </*V 

^  =  ZÎ^+2^YZ+^Y' 

d'Y       v  d'Y  d'Y  „v        d'Y  ^ 

Tv-:=:Xl7T4-2  — —  ZX  -h  -—  Z\ 
r/Y1  dz1  dzdx  dx' 

d'Y  d'Y  d'Y  d'Y 

=  PVr+2  ^4-  XY  -f-  ~  X'. 


dZ2  dx'  dxdy  dj 


2 


Multipliant  les  trois  dernières  équations  par  X*,  Y%  Z% 
tenant  compte  des  relations  entre  x,  y,  z  et  X,  Y,  Z,  nous 
trouvons 


(x' 


dx 


2 


d2Y         d'Y         d'Y  d'Y  d'Y  d'Y\ 

-t-v \-z* \-yz \-zx r-xy ) 

dy'  dz'  dydz  dzdx  dxdy] 

^9d'Y       ^d'Y       ^d'Y 

•     =  X2 h  Y' h  Z' =  o. 

dX'  dY'  dZ* 
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i 
I 

Problème  n°  22. 

d7V      ,d*V        d*V 
Que  devient  V expression  -—  -H*  -—  -f-  -r-^-  quand  on 

remplace  les  variables  indépendantes  x,  y,  z,  considérées 
comme  étant  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point 
quelconque,  par  les  nouvelles  variables  x\  y{ \  z\  coor- 
données du  même  point  par  rapport  à  de  nouveaux  axes 
rectangulaires,  ayant  même  origine  que  les  premiers? 

Soient 

x'  =  ax  -+-  by  -+-  cz, 

f'=a'x  -+-  b'y  -+-dz, 

z'  =  a"x  -f-  b"y  -*-c"zy 
on  trouve 


• 


d\  dV  tdV         „d\ 

—  =  a \-  a h  a    —  * 

dx  dx'  dy'  dz' 

^V  .   d\         _,  dV        _  „  d\ 

—  =  b  -4-  b' \-b    —  » 

dy  dx'  dy'  dz' 

dV    __      dV  dV         „  dV 

dz~   ~C  dx'  +  C? d?^~C    dP' 

d*V  d'Y         ,d*Y         „d>Y 

dx>  dx'*^       dy"  dz'9 

,  „   d'Y  „     d'Y  ,    d'V 

+  *a"  dSM  +  *aa^+*aa*ÛÏ>' 

dy>  dx"  ^       dy"  dz" 

^"-r  dx"+*   dy'^°     dz"    . 


4r'*fc'  ^        *&'<&?'  rf^/' 
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En  faisant  la  somme  et  tenant  compte  des  relations  con- 
nues entre  les  neuf  cosinus,  on  trouve 

d*\      d*V       d*V      d*V       d*V       d*V 


dx*        dy*         dz*         dx"        dyn       dz"1 

Problème  n°  23. 

Développer  en  série  arcsinx,  par  la  formule  de  Mac- 
laurin. 

Partons  de  la  formule  établie  page  3i,  savoir 

d7m+i  arcsinx 


10 


dx*m+x 

i  .2.3. .  .im  [~ 

(l  —  X1)         *    L 

irnfzm — i)(im—  7.){im —  3) 


2/7l(2/W  —  i)    i      .      . 
I  .2  2 


I .2.3.4 

1.3 

2.4 


x^4x*"-  4-h... 


Faisant  x  =  o,  nous  aurons 


1  /dM+l  arcsinjA       1.3.5,..  (2m  —  1)        1 

i.2...(aw  +  i)\       dx*"*1        )  s-9         2.4.6.  ..2m     îw  +  i 


et  par  suite 


x       ix*       1 .3  -r* 
arcsmx=  -  +  -  -5-  -h  - — 7  ■=■-+-..-. 
1        2   3        2.4  5 

i.3. 5...  (2/1 — 3)     a^,,,-, 


2.4*6.  ..(27Î  —  2}  2/1 — 1 

en  choisissant  la  seconde  forme  du  reste 


R 


2«H-M 


R,»+1=  '  '  /(*«>(  0*). 

I  .2.3.  .  .2/2  V        ' 
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Remplaçant  f(*n+i)(Qx)  par  sa  valeur  déduite  de  l'équa- 
tion (i),  il  viendra 

2  7?(2W~l)(2/7  —  2)  fa//  —  3) 

I .2.3.4 

Nous  bornant  aux  valeurs  positives  de  .r,  nous  allons 
montrer  que  R8;i+i  tend  vers  zéro,  lorsque  n  tend  vers 
l'infini,  quand  onao<|a:<i. 

En  effet  la  parenthèse  de  la  dernière  formule  est  plus 
petite  que 

2/?(2/2  —  i)  .  .      ,„      . 

in{*>.n  —  1)  (2/1—  2)  (2/2  —  3)  .      x„     , 

+ ,.,3.4 l  ^^  +  ■  ■  ■  • 


laquelle  expression  est  égale  à  -  [(i-i-  6x)tn-h-(t —  0,z)*n]  ^ 


on  aura 


donc 


.jjn-i 


R2;,-H<  J '— T[(»  H"  9^),W"t-    (l  -  ^)2"]ï 

2(I_ô'.r')*,+  T 


OU 


bien 


x*+y        r  /  f  _  0  \  an        /  ,  _  0  \  2«-| 

W,<2v/7^1^L\^^j  ~*~  VT^J  J 


Or  on  a  toujours  — — -  au  plus  égal  à  1 ,  et  il  en  est  de 
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I g 

mèine  de —  si  x  est  plus  petit  que  15  donc 


Qx 


X*"-*-i  x**'*'1 


donc 


yi  —  Vx1       \J\—x2 


limR2(W_,~o 


pour  7*  infini. 
La  formule 

X  I    X%  1.3    xh 

arcsina?  = h  -  —  h -—  -f- . .  . 

1        2   6         2.4  5 

est  ainsi  démontrée  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
—  1  et  -f-  1  ;  elle  subsiste  encore  pour  x  =  -f- 1  et  pour 
x  =  —  1 ,  parce  que,  dans  ces  deux  cas,  la  série  du  second 
membre  reste  convergente,  et  fonction  continue  de  x. 


Problème  n°  24. 

Etudie?*  les  variations  du  rapport  de  la  somme  des 
aires  des  cercles  tangents  aux  côtés  d'un  triangle  à  l'aire 
du  cercle  circonscrit  au  même  triangle. 

Soient  r,  ra,  /^,  rc  les  rayons  des  cercles  tangents,  R  le 
rayon  du  cercle  circonscrit-,  on  a  . 

A  B  C  ,  .  C 

rfl—  /?tang->    /•*=:/*  tang  -  *    /-c=/?tang-?    r=z  (p  —  c)  tang- 


1 


Des  formules 

a  b  c 


—  2R, 


sinA       sinB       sinG 

on  conclut 

a  -+-  b  -f-  c  a  -f-  b  —  c 


2R=- 


sinA  -f-  sinB  -+-  sinC       sinA  h-  sinB  —  sinC 
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ou  bien 

p  _       p  —  c 


4R- 


A        B       C         .    A   .    B        C 
cos  —  cos  —  cos—        sin  —  sin  -  cos  - 

2  2  2  2  2  2 


et  i\  en  résulte 

/p    .    A        B       C 

ra  =  4R  sin  —  cos  —  cos  - , 

2  2  2 

._        A    .    B        C 
«  rb=:  ûRcos-  sin  —  cos  -* 

2  2       '    2 

,_        A        B   .    C 

rc  =  A R  cos  —  cos  -  sm  -»   . 

^222 
r  -*  A     .     Jj     ,      L« 

r  =  AR  sm  —  sm  -  sm  -  • 

2  2  2 

Si  donc  on  désigne  par  V  le  rapport — - — - , 

on  aura 

1  „  •  ,A      ,B      ,c  ,A  ".  ,B      ,c 

— -  V  =      sm2  —  cos*  —  cos*  — h  cos2  —  sin*  -  cos2  - 

IO  2  2  2  2  2  2 

SA       .B    .     C         .     A   .     B    .  ,C 
-h  cos1  —  cos2  —  sm*  — h  sin5  —  sm2  —  sm2  -  • 

2  2  «2  2  2  2 

En  remplaçant  les  sin  et  cos  des  demi -angles  par  leurs 
valeurs  en  fonction  des  cos  des  angles,  et  réduisant,  on 
trouve 

ô  V  =  i  —  cos  A  cosB  cosC, 
b 

ou  bien 

i 

(i)  r:V=  i  -+-  cosAcosBcos(A  -J-B). 

o 

Telle  est  la  fonction  de  deux  variables  indépendantes  qu'il 
s'agit  d'étudier;  je  forme  le  tableau  des  dérivées  du  pre- 
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mier  et  du  second  ordre  : 

-  —      =—    cosBsin(2À  •+-    B), 
8  dA 

s  —      = —    cosÀsin(2B -f-    À), 

i   d7\ 
(*)  (  ft  ^TT     —  —  2C0SBC0S(2A«4-     B), 


8  dA> 


8  <iAdB 

i  d*Y 
8  dBi 


cos(aA-f-  2B), 


—  2  cosAcos(2B  -f-    A). 


d\  dV 


Je  pose  les  équations  —  =  o,  —  =  o,  ou  bien 


dA  7  dB 

cosBsin(2A-h    B)=o, 
cosAsin(    A-f-2B)~o. 


Les  hypothèses 


cosB  =  o     et     cosA  =  o,  ou    Az=zB=-i 

a 

cosB  =  o     et     sin(    AH-aB)  =  o,      ou     A=ro,     B=:-i 

2 

cosA  =  o     et     sin(2A -f-    Bj  —  o,      ou     A  =  -i     Br;o 

2 

sont  inadmissibles  $  il  reste  seulement 

sin(2A-f-  B)  =  o     et     sin(  A -f- 2B)  =  o. 

On  doit  donc  avoir 

2A4-B  — 7T     et     A  +  2B  =  7r, 

ou 

2A  +  B  =  o     et     A  +  2B=:o, 

ou 

2Â  +  B  =  if    et     A4-2B  =  27r. 

T.  —  Ree.  & 
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Les  premières  de  ces  conditions  donnent 

3 
le  triangle  est  donc  équilatéral  ;  les  dernières  conduisent  à 

A  =  o,      B  =  O,      C  =  7r, 

A  =  o,     B  =.  7T,     C  =  o, 

c'est-à-dire  que  le  triangle  a  ses  trois  côtés  en  ligne  droite. 
Nous  pouvons  nous  borner  à  ces  deux  résultats 

(3)  A  =  B  =  C  =  ^, 

(4).  A  =  o,     B  =  o,     C  =  ir. 

Cherchons  si  chacun  d'eux  répond  à  un  maximum  ou 
un  minimum  de  V.  Pour  les  valeurs  (3)  de  A,  B,  C,  on  a 

IflY—  i    d2V    __  i       i  d'Y  _ 

BrfÂJ""1'     8dJLdB~~2J     8dB*~~l; 

on  a  donc 

d*V  /  d*V  y      d*V  d*V 

SÂ^>0'      \dÂdi)  ~~  dÂ2  dï?  <0' 

Nous  avons  donc  un  minimum  ;  ainsi  le  rapport  »V  est  mi- 
nimum quand  le  triangle  est  équilatéral,  et  alors  sa  valeur 
est  7. 

Pour  les  valeurs  (4)  de  A  et  B,  on  a 

£^y____  1     <*'V    ___  i   d'Y  _ 

8dÂ2~~~2'     BtfÂrfB""""1'     8d&~~~~2' 

d2\  l  d2V  \2       d*V  d7Y 

Les  conditions  ^  <  «.  ^— j  -  _  _  <  o  se  trou- 

vent  remplies  5  on  a  un  maximum.  Donc  le  maximum  du 
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rapport  V  a  lieu  quand  les  trois  côtés  du  triangle  se  trou- 
vent couchés  sur  la  même  droite,  et  il  est  égal  à  16. 

On  peut  remarquer  que,  pour  un  triangle  rectangle 
quelconque,  V  =  8. 

Problème  n°  25. 

Etudier  les  variations  du  rapport  de  la  somme  des  cir- 
conférences tangentes  aux  côtés  d'un  triangle  à  la  cir- 
conférence circonscrite  au  même  triangle. 

Soit  U  Je  rapport -,  on  aura 

.ABC  A   .    B        C 

U  =      sin  —  cos  -  cos  — h  cos  —  sm  -  cos  - 

2  2  2  2  2  2 

A        B   .    C         .    A    .    B    .    C 

-+-  cos  —  cos  -  sin  — h  sm  —  sin  —  sin  -  • 

2  2  2  2  2  2 

Par  des  transformations  faciles,  on  trouve 


ou 


bien 


i  TT  .    A   .    B  .    C 

-  U  =  i  -f-  2  sin  —  sin  -  sm  - 

4  2  2  2 

ï  TT  .    A  .    B        A-f-L 

-  U  =  i  -+-  2  sm  -  sm  -  cos 

4  2  2  2 


C'est  là  la  fonction  des  deux  variables  A  et  B,  dont  il  s'agit 
d'étudier  les  variations.  Formons  le  tableau  des  dérivées 

ï   dU  .    B        2A4-B 

-7  -r--      =      sin  -  cos » 

4  «A  2  2 

ï   dU  .A        A-f-  2B 

7      —      =       sm  —  cos > 

4    dB  2  2 

ï   «J*U                .    B    .    2A  +  B 
7  ITT    =  —  sin  -  sm , 

4    "A2  2  2 

4dÂdB=  -cos(A-B), 


r   d*U               .    A    .     A  +  2B 
7  -t^t    ==  —  sm  —  sm 

4rfB2  2  2 


f. 
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Posons  les  équations  —  =  o,  -j=r  =  o,  c'est-à-dire 

*  dA  CZD 

.    B        2A-f-B 
sin  -  cos =  o, 

2  2 

.A        A-+-2B 
sm  —  cos— =  o, 

2  2 


ou  encore 


c'est-à-dire 


sin  (A  -+-B)  =  sinA, 
sin  (  A -f- B)  =  sinB, 

sinA  =  sinB  =  sinC. 


Ces  équations  exigent  que  les  trois  angles  A,  B,  C  soient 
égaux  entre  eux  ou  que  deux  d'entre  eux  soient  nuls,  le 
troisième  étant  égal  à  7r  $  nous  n'aurons  donc  à  considérer 
que  les  deux  cas  suivants  : 

(i)  A  =  B  =  I' 

(2)   m  A  =  B=o. 

Dans  le  premier  cas,  les  valeurs  des  dérivées  secondes 

1  d'U  1      1    d'V  ï     1  d'V  1     ,  .„       , 

7  -77T  = »   7    ,A  ^P  =  -"7>  7  3^7  = vérifient  les 

4  dk?  2     4  ^Ac?B  4    4  ^B  2 

,.  rf3U    .  /  rf'U  V      rf'U  d'U     .        ^ 

canditions   y—  <o   et       ,t   __     —  -r-r-  -r^r  <T  o.   Un    a 
dA*   ^  \dAdBj         dA'    dB7   ^ 

donc  un  maximum.  Ainsi  le  rapport  U  est  le  plus  grand 

possible  quand  le  triangle  est  équilatéral,  et  alors  sa  valeur 

est  5. 

Passons  à  l'hypothèse  (2)}  on  trouve 

J^Â7"""0'     4dÂdB~~ï'     4^/B7~"°î 

de  telle  sorte  que,  si  h  et  k  désignent  les  accroissements 
de  A  et  B,  la  variation  de  U  sera  de  même  signe  que 
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hk  yr—pjL  =  a  M.  Elle  pourra  donc  être  à  volonté  positive 

ou  négative;  par  conséquent  il  n'y  a  ni  maximum  ni  mi- 
nimum. 

Toutefois  il  est  à  remarquer  que  les  angles  A  et  B  du 
triangle  ne  peuvent  pas  être  négatifs;  donc  h  et  k  sont 

d2TJ 
toujours  positifs,  et  le  terme  hk  est  toujours  positif-, 

donc,  en  prenant  A  =  o  et  B  =  o,  on  a  un  minimum  relatif. 

Résumons  le  résultat  de  cette  question  et  de  la  précé- 
dente : 

La  somme  des  surfaces  des  cercles  tangents  aux  côtés 
d'un  triangle  est  toujours  plus  grande  que  y  fois  la  surface 
du  cercle  circonscrit,  et  moindre  que  16  fois  cette  surface. 

La  somme  des  circonférences  tangentes  aux  côtés  d'un 
triangle  est  toujours  plus  grande  que  \  fois  la  circonférence 
circonscrite,  et  moindre  que  5  fois  cette  circonférence. 

Problème  n°  26. 

Rechercher  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fonction 
U==  (acosa  -+-  £cosp-hccos7)'-f-  (asina.  -+-  èsinp  -f-csinY)*, 

dans  laquelle  a,b,c  désignent  des  nombres  positifs  don- 
nés,  et  a,  (3,  y  des  angles  variables. 

Nous  écrirons 
l]  =  àt-\-bi-\-c2-\-2bcco8(p— 7)-f-2cacos(7—  a)-t-2abcos[a— p), 

et,  en  posant  {3  —  y  =  x,  y  —  a=y,  il  en  résultera 

(i)  U  =  aa+  fc'-T-c'-i-  *Vabc; 

en  faisant  encore 

.    x  _.      cos.r       cosj       coslx-hy)  ' 

x    '  a  b  c 
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nous  sommes  ainsi  conduits  à  chercher  le  maximum  et  le 
minimum  de  V,  fonction  de  deux  variables  indépendantes. 
Formons  le  tableau  des  dérivées  du  premier  et  du  second 


ordre 


'  d\     sin.r       sin(jr-hy) 

dx 


(3) 


dV 

dy 

d'Y 
dx* 

d*V 


a  c 

—  __  s*njr  __  sin(x-fr-^) 

~~  b  c 

.    cos.r       cos(x-+-^) 


a 


CQ&(x-i-y) 


dxdy  "  c 

d*V     cosy       CQs(x*i-y) 

dy*  b  c 


.  .  dV 

Jes  équations  — 

C6«£7 


dV 
o ,  —  -=  o  seront 
dy 


(4) 


sinx 


a 


sin(.r4- j) 


=  o, 


sin^       sin(j:-+-7)  __ 


=  o. 


Cherchons  les  solutions  des  équations  (4);  on  aperçoit 
de  suite  les  suivantes  : 


X  =  o, 

J  =  0, 

a:r=  0, 

7  =  *, 

a:  =  7r, 

r  =  o, 

.r  =  77, 

J  =  7T. 

Nous  n'avons  pas  à  nous  occuper  des  solutions  dans  les- 
quelles x  ou  y  est  supérieur  à  2  7r,  puisque  la  fonction  V 
ne  change  pas  quand  on  remplace  x  et  y  par  27T  -\-  x  et 

Trouvons  les  autres  solutions  des  équations  (4)>  la  pre- 
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mière  de  ces  équations  peut  s'écrire 

(c  +  fl  cosj)  sinx  -f-  a  sïay  cosa:  =  o 

ou  bien 

svax  •  cosar 


■%» 


—  a  sin y        ç  •+-  a  oo&y 

et,  par  des  combinaisons  faciles,  en  ayant  égard  à  la 
deuxième  équation  (4),  on  formera  cette  suite  de  rapports 
égaux 

sin*  cos  a:    „ 


—  a  sin y        c  -+-  a  cos  y 

(5)      {  -i.  -    t  \ 

'       '        ±  i  sin(.r-hj) r 

^a*  -h  c5  -f-  2ûc  cosj  csxny  •    b 

On  déduit  de  là 

b1  =  a1  H-  c1  -+-  a  ûc  cos^, 

—  cos  r  = • 

2<ZC 

Pour  que  cette  valeur  de  cosjy  soit  admissible,  il  faut 
que,  avec  les  trois  longueurs  a,  £,  c  comme  côtés,  on  puisse 
former  un  triangle.  Soient  A,  B,  C  les  angles  de  ce  triangle ^ 
nous  aurons 

y  =  ic  —  B     ou    /  =  ir+B, 

Prenons  d'abord  y  =  tt  —  B$  nous  aurons,  par  les  for- 
mules (5), 


sinx  cos.r 


—  asinB       c  —  acosB  b 

sin.r  ==  y  sinB  =  sin  A; 
b 

donc 

x  =  A     ou    x  —  iz —  A. 


T> 
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cosor 


On  ne  peut  pas  avoir  x  =  A ,  car  le  rapport  -  „ 

1         *  "        c  —  acosB 

deviendrait ■ — --  ou  T>  à  cause  de  c  ~  a  cosB  -t-  £  cos  A , 

c — acosB        b  1 

et   ce  rapport  doit  être  égal  à  — y;    nous    avons   donc 

x-=n  —  A  7:  et  y  =  —  B.  Avec  y  =  -  -h  B,  on  trouvera 
qu'il  faut  prendre  .r==7r-f-B;  nous  avons  donc,  en  ré- 
sumé, les  six  solutions  suivantes  : 


1° 

x  •=.  o 

et 

7  =  o, 

2° 

X  ■=.  O 

et 

r  =  *-, 

3° 

X—  7T 

et 

7  =  o, 

4° 

a?  =  ir 

et 

7  =  *, 

5° 

ar=  7r 

— 

A 

et 

J  =  tt  -  B, 

6° 

.r  =  7r 

-+- 

A 

et 

r  =  *  +  B. 

Voyons  si  ces  solutions  répondent  à  des  maxima  ou  à  des 
uiininia  de  la  fonction  V. 

i°  La  première  solution  donne 

diV___l_l        rf2V  __       i        d2V  __       ï  __  £ 
dx2  a        c        dxdy  c        dy%  b        c1 

elle  donne  donc  lieu  aux  inégalités 


V^        (  d*y  V    d*y  d*y  —     /  f      L     J\^ 

7<-°'       \dx~dy)        dx2~ay2~~       \bc"*~  ca^âb)^0' 


On  a  donc  un  maximum;  ce  maximum  est  — h  T  H — >  et 

7  abc 

* 

la  valeur  correspondante  de  U  est 

a°  La  seconde  solution  nous  fournit  les  valeurs  suivantes 
xles  dérivées  secondes  : 


d2Y 

i        i 

d2Y         i 

d*V            ï        i 

dx2  ~~ 

a       c 

dxdjr       c 

djr*             b       c 
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On  trouve 

\d.rdy)         da?   dy*  ""  aôc  ^  "*"  *'' 

Cette  quantité  sera  négative  si  a  est  plus  grand  que  h  -+-  c, 

et,  comme  — -  = >  cette  expression  sera  positive  \  nous 

aurons  donc  un  minimum.  U  n'y  aurait  ni  maximum  ni 
minimum  si  a  était  plus  petit  que  b  -+-  c\  le  minimum  de  V 

est T *  et  celui  de  U 

abc 

à1 H-  b2 -+-  c* -f-  ibc —  ica  —  làb  =  (a  —  b  —  c)a. 

3°  Un  calcul  analogue  au  précédent  montre  que,  en  sup- 
posant b^>a-\-c,  nous  aurons  un  minimum*,  la  valeur 
minima  de  U  sera  ( b  —  a  —  c)* .  , 

4°  Si  c  }>  a  -}-  b9  on  aura  un  minimum  :,  U  sera  égal  à 
(c  —  a  —  by. 

5°  x  =  n  — A,j^  =  7r  —  B;  nous  trouverons 

d2V         cosA        cosC        h- 

TT    = ■ — » 

«jr  a  c  ac 

d*V  cosC 


5 


dxdy  t 

d7\         cosB        cosC        a 


rr=  T""» 


fl[y*  b  c  bc 

(&V\*__d*Vd*V  1        cos'C  sin'C 


\dxdyj        dx*   dy*  c2  c2  c2 

Cette  quantité  est  négative,  et  -^  *  étant  égal  à  — >  est  po- 

sitif -,  nous  avons  donc  un  minimum.  La  valeur  correspon- 

a     *    j    \t     *        /cosA*     cosB       cosC\  „     ,    TT 

dante  de  V  est  — f-  — =—  H )  et  celle  de  U 

\    a  b  c    ] 

a1  +  ft-+c-  —  2 bc  cos A  —  ica  cosB  —  nab  cosC  =  o. 
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6°  x  =  7r  -f-  A,  y  =  h  -f-  B.  Les  valeurs  des  dérivées 
secondes  sont  les  mêmes  que  dans  le  cas  précédent  ;  nous 
aurons  donc  encore  un  minimum;  la  valeur  de  U  est  encore 
zéro;  mais  il  faut  remarquer  que  les  deux  dernières  solu- 
tions n'existent  que  si  aucun  des  côtés  ne  surpasse  la  somme 
des  deux  autres.  Nous  ferons,  pour  résumer  la  discussion, 
le  tableau  suivant  : 


a,  b,c 

quelconques, 

.r  =  o, 

.r=o, 

maximum, 

V-(«-H*  —  c)a; 

a>b-t-c 

» 

x=.o, 

r=n, 

minimum, 

Y=(aT-b  —  cy; 

b>c-i-a 

» 

X=.Tt, 

y=o, 

» 

V=  (b  -  a  —  c)*; 

c>  a  -+-b 

» 

<X  =  Tt% 

y=Tt* 

» 

V=(c-a  —  b)*; 

a<b-i-c  \ 
b<c-\-a  > 

» 

X=zTZ  — 

A, 

A, 

B, 
B, 

* 
» 

V=o; 
V=o; 

Le  problème  précédent  a  une  signification  géométrique 
très-simple;  soit  la  figure  OABC  (fi g-  4)î  dans  laquelle 


OA  =-  a,  AB  =  J,  BC  =  c,  les  côtés  faisant  avec  Ox  les 
angles  a,  /3,  y;  les  coordonnées  du  point  C  sont    . 


a  cosa  -h  b  cos  p  -4-  c  cosy, 
a  sin  a  -+-  &  sin  p  -h  c  sin  /, 


et  Ton  a  par  suite 


U  =  OC. 
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Ce  qu'on  demandait,  c'était  donc  de  trouver  le  maximum 

ou  le  minimum  de  la  droite  OC  qui  ferme  le  polygone, 

lorsque  les  côtés  OA,  AB,  BC  tournent  de  toutes  les  façons 

possibles  autour  des  points  O,  A,  B,  C,  comme  charnières. 

jOn  voit  de  suite  que  le  maximum  de  OC  a  lieu  quand  les 

trois  côtés  sont  en  ligne  droite  {fig.  5),  et  dans  ce  cas 

Fig.  5. 


o       c       B 


OC  ===  a  -+-  b  -+-  c.  De  même,  en  formant,  quand  c'est  pos- 
sible, un  triangle  avec  les  droites  OA,  AB,  BC,  on  a 

OC=o, 

et  c'est  évidemment  le  minimum  de  OC  ou  de  U. 

Les  minima  qui  n'ont  lieu  que  si  un  côté  est  plus  grand 
que  la  somme  des  deux  autres  correspondent  au  cas  où  les 
points  OABC  sont  en  ligne  droite,  dans  Tordre  O,  C,  B',  A } 
alors  OC'=  OA  —  AB'—  B'C'=  a  —  b  —  c. 


Problème  n°  27. 

Le  lieu  des  points  M  tels  que  la  somme  des  longueurs 
de  deux  normales  MN,  MN;,  menées  à  une  même  courbe 
ou  à  deux  courbes  données,  soit  constante,  a  pour  tan- 
gente la  bissectrice  de  l'angle  des  deux  normales. 

Soient  a,  (3  les  coordonnées  du  point  M-,  x,  y,  x'^jr' 
celles  des  points  N  et  N',  MN  =  /,  MN'=  /•,  on  doit  avoir 

/  -h  ï=  const., 
d'où 

(i)  dl^dV=io. 
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Or 


«a—  -  -  , 

et,  la  droite  MN  étant  normale  au  Heu  du  point  N,  on  a 

(a  —  x)d.x  +  ((J  —  7)///  =  o; 

il  reste  donc  seulement 

I 

Soit  <p  l'angle  que  fait  la  direction  MN  avec  l'axe  des  x\ 

on  a 

x  —  a  r  —  S 

— - —  =  cosf ,      — j-*-  =  sin  <?. 

Donc 

<//  =  —  (cosy  dct.  -+-  sin^p d$)  ; 

de  même 

<//'  =  —  (cosy'da  -h  sina/*/p), 

et  l'équation  (1)  devient 

(cosç  -f-  cos?')<fo  -f-  (sinf  -+-  sinf')r/p  =  o, 


d'où 


|  =  tang(90-H-»±i:), 

ce  qui  montre  que  la  tangente  au  lieu  du  point  M  est  la 
bissectrice  de  l'un  des  angles  formés  par  les  normales  MN 

et  MN'. 


EXERCICES    SUR    LE    CALCUL   DIFFÉRENTIEL.  6l 

Problème  n°  28. 

Soient  Mo  M  l'arc  d'une  courbe,  compté  à  partir  d'un 
point  fixe  M0  jusqu'à  un  point  quelconque  M,  G  le  centre 
de  gravité  de  l'arc  M0M  supposé  homogène  ;  on  demande 
de  trouver  la  tangente  de  la  courbe  lieu  du  point  G. 

Soient  x  eXy  les  coordonnées  du  point  M,  l'origine  étant 
en  M0,  s  la  longueur  de  Tare  M0M,  £  et  m  les  coordonnées 
du  point  G  *,  on  a  les  formules  connues 


Je  s  /»  s 

xds,      sn=z  I     yds\ 
o  */o 


si 

Jo 

on  en  déduit,  en  diflerentiant, 

d\  dn  ,,  ,     dm       y  — 13 

Sy=x  —  Ç,       Szr=jr  —  «i      dou     —  =r -. 

ds  ds  d\        x  —  Ç 

Donc  la  tangente  cherchée  est  la  droite  GM.é 

Problème  n°  29. 

Trouver  le  lieu  géométrique  du  sommet  d'un  angle 
constant  circonscrit  à  une  cycloïde. 

Je  prends  les  équations  de  la  cycloïde  sous  la  forme 
x  =  a((f  —  siny ) ,  y  =  a  cos <p.  Soient  <p  et  y'  les  valeurs  de 
la  variable  auxiliaire  qui  répondent  aux  points  M  et  M'  de 
contact  de  la  cycloïde  avec  les  côtés  de  l'angle  circonscrit } 
soit  cet  angle  égal  à  a\  l'angle  de  la  tangente  en  M  avec 

l'axe  des  x  est -,  l'angle  de  la  tangente  en  M'  avec  Ox 

est —  ;  nous  aurons  donc 

2  2 

a  =  • 
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•  / 

Nous  poserons  ty  =  -  • *  >  et  nous  déduirons  de  là 

y  =ty  -\-  a,      <p  =  ^  —  a; 
l'équation  de  la  tangente  à  la  cycloïde  au  point  M  est 

cos- 

y  — a[i  —  CQSf)= (x  —  ay  -+-  #siny) 

•    ? 
sin- 

2 

ou 

•    ?  ?         /     •    ¥  ?\ 

j  sin  —  —  a:  cos  —  =  a  I  2  sin  -  —  y  cos  -  J  • 

Remplaçons   successivement  dans   cette    équation  <p    par 

-h  -f-  a  \î>  —  a  i        /  •  j 

1 et  par >  et  nous  aurons  pour  les  équations  des 


côtés  de  l'angle  circonscrit 


r  sm  - .«  cos =  i  a  [  sin  - cos ) 

2  t  2  \  2  2.  2/ 

.    4*  —  a                  ^  —  a              /  .    4>  —  «       4»  —  a         -J/  —  a\ 
r  sin x  cos  - =  i  a   sin - cos | 

2  2  \  2  2  2/ 


En  résolvant  ces  deux  équations,  nous  aurons  en  fonction 
de  la  variable  auxiliaire.  <{/  les  expressions  suivantes  des 
coordonnées  d'un  point  quelconque  du  lieu  : 

.rsina  =  a(ty  sin  a  —  asin^), 

jsina  =  rt(2sina  —  a  cos  a  —  acos^), 

ou  bien,  en  divisant  ces  expressions  par  sin  a,  et  transpor- 
tant les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  un  point  de 
l'axe  des  j-  dont  l'ordonnée  est  a(i  — a  cota),  il  Viendra 

.«=:flNi : —  sin  \p  |  > 

\         sin  a         / 


(0 


r  =  al  i : —  cos\!>  )  • 

J  *  sma        •  ' 
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Je  dis  que  le  lieu  cherché  coïncide  avec  la  courbe  décrite 
par  un  point  invariablement  lié  à  un  cercle  de  rayon  a,  qui 
roule  sans  glisser  sur  Taxe  des  x. 

Soit,  en  effet  (fig.  6),  le  point  M. lié  invariablement  au 
cercle  C  qui  roule  sur   Ox\   soient  CM  =  i,  CA  =  a, 

Fig;  6. 


BCA  =  $  \  prenons  pour  origine  l'un  des  points  de  Taxe 
des  x  que  le  point  A  vient  occuper  successivement  après 
une,  deux,...  révolutions.  Les  coordonnées  du  point  M 

seront 

.r  =  a  J/  —  b  sin  -j/, 

y  =  (i    —  bcos^; 

elles  coïncideront  avec  les  coordonnées  (i)  d'un  point  quel- 
conque du  lieu,  si  Ton  prend  CM  =  b  =  — 


aa. 


sina 


Problème  n°  30. 

Si  l'on  considère  dans  un  plan  deux  courbes  quel- 
conques, que  l'on  regarde  comme  correspondants  les 
points  pour  lesquels  les  tangentes  sont  parallèles,  et  que, 
par  un  point  fixe,  on  mène  des  droites  égales  et  parallèles 
à  celles  qui  réunissent  deux  points  correspondants,  la 
tangente  à  la  nouvelle  courbe  est  parallèle  aux  tangentes 
aux  deux  courbes  aux  points  correspondants,  et  son  arc 
est  la  somme  ou  la  différence  des  arcs  des  deux  courbes. 
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Soient  en  effet  x  et  y  les  coordonnées  <Tun  point  quel- 
conque de  la  première  courbe,  a  l'angle  de  la  tangente  eu 
ce  point  avec  l'axe  des  a?,  s  Tare  de  cette  courbe,  compté 
à  partir  d'un  point  fixe  jusqu'au  point  x,y\  soient  j& \  y' 
cl  et  s1  les  quantités  correspondantes  pour  la  seconde  courbe  \ 
désignons  enfin  par  X  et  Y  les  coordonnées  du  point  cor- 
respondant de  la  nouvelle  courbe.  Nous  aurons 

dœ  —  ds  cos  a,     cir?  ==  ds1  cos  a , 
dy  =  ds  sin  a ,     dy*  ==  «//  sin  a, 

les  arcs  étant  comptés  dans  un  sens  convenable,  d'où  nous 

déduirons 

dX  =  [ds' —  ds)  cosa, 

dY  =  (ds' —  ds)  cosa; 

mais,  en  désignant  par  S  Tare  de  nouvelle  courbe,  par  A 
l'angle  de  sa  tangente  avec  l'axe  des  .r,  on  a  aussi 

rfX  =  rfScosA,     dX~d§s\nk% 

comparant  ces  valeurs  de  rfX  et  dY  aux  précédentes,  on  en 
conclut 

A  =  a     et.    dS  —  ds*  —  ds, 
d'où 

S  =  /  —  s  -h  const. 

Si  l'arc  5  venait  à  être  compté  en  sens  contraire  sur  la 
première* courbe,  on  aurait 

S  =  /+5  +  const. 

Problème  n°  31. 

Si  l'on  mène  par  chaque  point  d'une  courbe  une  droite 
de  longueur  donnée ,  faisant  un  angle  constant  avec  la 
tangente,  la  normale  à  la  courbe,  lieu  des  extrémités  de 
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cette  droite,  passe  par  le  centre  de  courbure  de  la  courbe 
proposée. 

Soient  en  effet  x,  y  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe  proposée,  «  l'angle  que  fait  la  tangente 
en  ce  point  avec  O x,  p  le  rayon  de  courbure,  s  la  longueur 
de  l'arc  compté  d'un  point  fixe,  i  l'angle  constant  que  fait 
avec  la  tangente  de  la  courbe  donnée  la  longueur  con- 
stante /,  x  et  y  les  coordonnées  de  son  extrémité.  Nous 
aurons  les  formules  suivantes  : 

x{  =lx  -f-  /cos(a  4-  /), 

jrl==jr-h  /sin(a  -f-  /), 
dx  =  ds  cosa  =:  p  cosa  dx, 
dy  =  ds  sina  =z  p  sin a  dx, 
dxtz=  [p  cosa  —  /  sin  (a  -f-  /)]  dx, 
dfl=z  [p  sina  -f-  /cosfa  -4-  i)]  da\ 

l'équation  de  la  normale  à  la  nouvelle  courbe  sera  donc 

.    ,  v       /sin  («-+-/) —  pcosar,r  ,       ,  l_ 

Y— v—  /sin  a  +  i  =7 ^ r — î-^—  [X  —  *  —  /co8(«  +  i  1. 

^  v  y       /cos(u-M)-+-psinaL  v  /J 

Cette  équation  est  satisfaite  quand  on  y  remplace  X  et  Y 
par  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  de  la  courbe 
donnée,  lesquelles  sont 

X  =  x  —  psina, 
Y  =  y  -h  p  cosa. 


Problème  n°  32. 

On  mène  (fig-  7)  la  tangente  MT  en  un  point  d'une 
courbe  représentée  par  V équation  y=zf(x)^  puis  une 
série  de  cordes  parallèles  à  cette  tangente;  le  lieu  des 
T.  —  Rec.  5 
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milieux  P  de  ces  cordes  est  une  courbe  qui  passe  au 
point  M  :  on  demande  de  trouver  le  coefficient  angulaire 
de  la  tangente  à  la  nouvelle  courbe,  au  point  M. 


Soient  x  et  y  les  coordonnées  du  point  M$  menons 
M'M"  parallèle  à  la  tangente  MT  et  à  une  distance  infini- 
ment petite  de  cette  tangente  \  soient  x1  =  x  —  h1  et 
x"  =  x  -h  h"  les  abscisses  des  points  M'  et  M/;  où  cette  pa- 
rallèle coupe  la  courbe;  les  ordonnées  de  ces  deux  points 
seront 

ou,  en  développant  par  la  série  de  Taylor, 

y>=y  +  /*"/'(*)  ■+-  Ç/*(*)  +  Ç  /"{*)  + .  • . . 
Écrivons  que  M'M"  est  parallèle  à  MT,  nous  aurons 

X    —  X 

or 

x"—x'=h"+h\ 

et 

y-/=  {h"+N)f   (X)  -H     __/'(*)  +  _^L/*(*)  +...; 
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on  aura  donc 

/*(*)  = â^t* ' 

d'où,  en  effectuant  la  division  par  h"  -\-h!  et  supprimant 
ff(x)  de  part  et  d'autre, 

o  =  (*•-*  )/'(*)+- V  /"(*)+■■■, 


d'où  l'on  déduit,  en  supposant  ,/"(^)<o, 

En  négligeant  les  ternies  du  troisième  ordre,  on  peut  rem- 
placer, dans  le  second  terme  du  second  membre  de  l'équa- 
tion précédente,  h1'  par  h1  \  on  trouve  ainsi 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  cherchée  est  la 
limite  de  celui  de  la  droite  MP,  quand  /*'  et,  par  suite,  h,r 
tendent  vers  zéro  \  c'est  donc  la  limite  de 

_     *        x  _  A*  -  h')  +/(*  +  v)  -  */(*) . 

U—  .r'-+-*"  —  h''—  h'  ' 
x 


en  remplaçant  f(x  —  hf)  et  f[x  -+-  h")  par  leurs  déve 
loppements,  on  trouve 

h"*  -4-  /i'* 

5. 


•  / 


'a 

3 
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et  en  mettant  pour  h"  sa  valeur  (i),  on  aura 

«=/'(*)- 3  aA„Jv)/*(«)  H-.... 

On  peut,  pour  avoir  la  limite  de  m,  remplacer,  dans 
l'expression  précédente,  7i"  par  A;;  on  obtient  ainsi,  pour 
le  coefficient  angulaire  de  la  courbe  diamétrale  en  M, 

Soient  (Jig-  8)  a  l'angle  que  fait  la  tangente  MT  avec  Ox, 
{3  l'angle  correspondant  pour  la  courbe  diamétrale,  y  l'angle 


Fis.  8. 


0    A 


de  ces  deux  tangentes,  p  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe 
donnée  ;  on  aura 


/"(*) 


tangy  = 


D'autre  part,  on  a 
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d'où  Ton  tire 

7^7)^  =  ^ 


on  déduit  de  là 

i   dp 
p  du. 

=vw   £# 

il  en  résulte 

3p 

[i +/"(*)]; 


En  appelant  p'  le  rayon  de  courbure  de  la  développée  de 
la  courbe  proposée  à  cause  de  la  relation  p'  =  -£»  on  aura 

tong7  =  -r- 

P 

Soient  C  le  point  de  la  développée  qui  correspond  au 
point  M,  CD  parallèle  à  MT  la  normale  à  la  développée  7  le 
triangle  rectangle  MCD  donne 

cotCMD  =  tangv  =  — —  =  -£-  : 

6'        CD       CD' 

remplaçant  tangy  par  -j-»  nous  avons 

CD  ~~  o'  ' 
p'  =  3CD. 

Ainsi  le  rayon  de  courbure  de  la  développée  d'une  courbe 
est  triple  de  la  portion  de  la  normale  de  cette  développée, 
comprise  entre  spn  point  de  départ  et  la  tangente  de  la 
courbe  diamétrale  relative  à  la  courbe  proposée. 
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APPLICATIONS. 


i°  Quelles  sont  les  courbes  qui,  en  chacun  de  leurs 
points,  sont  normales  à  leurs  diamètres? 

On  doit  avoir 


on  a  donc 


3p 
y  =  90°,      tangy^-f; 

r 


p'=o,     p  =  const.; 


on  sait  que  la  courbe,  dont  le  rayon  de  courbure  est  con- 
stant, est  un  cercle. 

a°  Quelles  sont  les  courbes  qui,  en  chacun  de  leurs 
points ,  font  un  angle  constant  avec  le  diamètre  corres- 
pondant ? 

Oo  doit  avoir 


par  suite 


v  —:  const., 


3p  3 

— f  =  const.  =  T  ; 

P  * 


•   il  en  résulte 


£-  =  /•,       logp  =  ka  -4-  logtf, 

f 

en  appelant  loga  la  constante  :  on  a  donc 

On  verra  (p.  8o)  que  l'équation  précédente  défini    une 
,  spi raie  logari thmique . 
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Problème  n°  33. 

Trouver  le  lieu  des  centres  des  ellipses  qui  ont  en  un 
point  donné  un  contact  du  troisième  ordre  avec  une 
courbe  donnée. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  tangente  à  la  courbe  au  point 
considéré,  et  pour  axe  des  jy  sa  normale. 

L'équation  générale  des  ellipses  tangentes  à  la  courbe  à 
l'origine  sera 

(i)  ax*-\-  abxy  -+-  cy* -\-  zeyz=o. 

Il  faut  écrire  qu'à  l'origine^"  et  ym  ont  sur  l'ellipse  des 
valeurs  données  m  et  te,  celles  qui  conviennent  à  la  courbe. 

Différentiant  l'équation  (i)  trois  fois  de  suite,  et  faisant 
oc  =  o,  y  =  o,  y'=  o,  on  trouve 


d'où 


a  + 

em   = 

o, 

ne  -f- 

Zbm  = 

o, 

b 
a 

n 
"~  3m>' 

i 

Le  centre  de  l'ellipse  (i)  est  donné  par  deux  équations, 
dont  Tune  est 

ax  -f-  by  •=.  o, 

et,  en  tenant  compte  de  la  relation  trouvée  entre  a  et  A, 
il  vient 

3/T22 

y  H x  .-=  o  : 

n 

donc  le  lieu  des  centres  des  ellipses  est  une  droite  passant 
par  le  point  de  contact 
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Problème  n°  34. 

Trouver  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilateres 
qui  ont  en  un  point  donné  un  contact  du  second  ordre 
avec  une  courbe  donnée. 

Gardant  les  axes  et  les  notations  du  problème  précédent, 
nous  voyons  que  Péquation  générale  des  hyperboles  équi- 
lateres tangentes  à  la  courbe,  à  l'origine,  est 

On  aura  encore,  pour  exprimer  que  le  contact  est  du 
second  ordre,  la  condition 

(2)  a  -\-em=:o. 

Le  centre  de  l'hyperbole  (1)  est  déterminé  par  les  deux 
équations 

(3)  ax  -h  by  =0, 

(4)  bx —  ay-\-e  =  o; 

l'élimination  de  a,  A,  e  entre  les  équations  (2),  (3),  (4) 
donne 

tf'-f-j'-h-  =0, 
m 

équation  d'un  cercle  passant  par  le  point  de  contact,  dont 
le  centre  est  sur  la  normale  à  la  courbe,  et  dont  le  rayon  est 

— >  ou  la  moitié  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  pro- 
posée; car  ce  dernier  rayon  est  à  l'origine 


s 


(i+y*)*^  1  _  1 

y"  y"       m 
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Problème  n°  35. 

On  considère  la  série  des  paraboles  qui,  en  un  point 
donné,  ont  avec  une  courbe  plane  donnée  un  contact  du 
second  ordre;  on  demande  : 

i  °  L'équation  générale  de  ces  paraboles; 
2°  Le  lieu  des  foyers  de  ces  paraboles  ; 
3°  L'enveloppe  de  leurs  axes. 

i  °  Prenons  pour  axes  de  coordonnées  la  tangente  et  la 
normale  à  la  courbe  donnée  au  point  considéré  •,  désignons 
par  R  le  rayon  de  courbure  en  ce  point.  On  a,  pour  la 
courbe  à  l'origine, 


1 


jrz=o%     f  =o,     f  — -, 


en  vertu  de  l'expression  R=v y, — —  •  Pour  toutes 

paraboles,  on  devra  avoir  aussi,  à  l'origine, 


/_  „      „,*_  l 


y  =  o,    jr  z=  o,    •/        R 

Soit  a  l'angle  que  fait  l'axe  de  l'une  d'elles  avec  Ox; 
son  équation  sera  de  la  forme 

(jrcosa  —  xsin  a)2  =  iAy. 

En  différentiant  deux  fois,  faisant  ensuite  x=y=y'=0) 
y   =  —>  on  trouve 

Az=:Rsinaa; 

l'équation  générale  de  nos  paraboles  est  donc 
(r)  (/cosa— orsina),=  2Rsinaaix, 

et  le  paramètre  variable  est  a. 
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2°  On  trouve  aisément,  pour  les  coordonnées  du  foyer 
de  la  parabole  représentée  par  l'équation  (i), 

R  . 

xy-=rz sinacosa, 

2 

R     •    , 

r,=:       —  sin'a. 
J  2 

Pour  avoir  le  lieu  du  foyer,  il  faut  éliminer  a  entre  ces 
deux  équations  ;  on  en  tire 

x\  +rî  =  t  sm  «  =  —  ri* 
4  2 

Le  lieu  du  foyer  a  donc  pour  équation 

R 


X 


ï-t-rî  —  t^  =  0- 


Donc  ce  lieu  est  une  circonférence  tangente  à  la  courbe  et 
dont  le  rayon  est  le  quart  du  rayon  de  courbure  R. 
2°  L'équation  de  Taxe  de  la  parabole  est 

arsina  — ^cosa  =  —  Rsin'a  cosa. 

Pour  trouver  l'enveloppe,  je  prends  la  dérivée  par  rapport 
à  a 

.r  cosa+jrsina=: —  R  (  2  sin  a  cos2  a  —  sin8a). 

Il  faudrait  maintenant  éliminer  a  entre  ces  deux  dernières 
équations-,  mais  il  vaut  mieux  tirer  de  ces  équations  les 
valeurs  de  .r-et^  en  fonction  de  a*,  on  obtient  ainsi 

!x  =r  —  R  sin  2  a  cos'a, 
yz=z  —  R  cos2a  sin*  a. 

Pour  construire  la  courbe,  il  faut  faire  varier  a  de  zéro  à  2  7r. 
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Afin  de  suivre  facilement  les  variations  de  x  et  y,  formons 
—  et  —\  après  quelques  réductions,  nous  trouverons 

dx 

—  = — 2Rcosacos3a,  \ 
,  «a  F    dy 

(3)  \     ,  }    j-  =  tanga, 

dy  .  i    dx 

—  =  —  2RsinaC0s3a,    ] 
aa.  ' 

et  la  discussion  va  se  faire  au  moyen  des  équations  (2) 

dy 
et  (3  ).  Pour  a  =  o,  x  =  o,  y  =  o,  ~-  =  o,  la  courbe  part 

de  l'origine  où  elle  est  tangente  à  Taxe  des  x\  a  augmen- 
tant, x  ety  sont  négatifs,  et  vont  en  diminuant  jusqu'à  ce 

djr        dy 
qu'on  ait  a  ~  3o°,  auquel  cas  -^-  et  -j-  s'annulent. 

Ceci  nous  donne  la  branche  de  courbe  AO;  continuons 
à  faire  augmenter  a  ou  l'angle  que  lait  la  tangente  à  la 

courbe  avec  Ojc,  -^-  et  —  deviennent  positifs*,  donc  x  ety 

vont  en  croissant.  Ceci  nous  donne  la  branche  de  courbe  AQ 
située  au-dessus  de  AT,  puisque  la  tangente  s'incline  de 
plus  en  plus  sur  l'axe  des  x\  le  point  A  est  donc  un  point 
de  rebroussement  du  premier  genre,  x  et  y  augmentent 
jusqu'à  ce  qu'on  ait  a  =  90°*,  alors  x  =  o,  y  =  R;  la 
courbe  passe  par  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  don- 
née-, nous  avons  ainsi  la  branche  QB  tangente  en  B  à  l'axe 
desj^. 

Quand  on  change  a  en  7T  -+-  a,  x  ely  restent  les  mêmes; 
il  suffit  donc  de  faire  varier  a  de  zéro  à  7:*,  si  l'on  change  a 
en  7r  —  a,  x  change  de  signe  et  y  reste  le  même;  donc  la 
courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  y.  Nous  pou- 
vons achever  de  la  construire;  nous  voyons  (fi g-  9)  qu'elle 
offre  trois  points  de  rebroussement  de  première  espèce. 

11  est  facile  d'avoir  le  rayon  de  courbure  p  en  un  point 
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quelconque  de  cette  courbe  ;  on  a.  en  effet, 


ds 


mais  les  formules  (3)  donnent 


donc 


-r-  =2Rcos3a; 


p  =  2Rcos3a. 


La  courbe  enveloppe  des  axes  des  paraboles  est  tangente 


au  cercle  lieu  des  foyers  en  trois  points  O,  H,  K$  en  effet, 
reprenons  les  formules 

xx  •=. sina cosa,      x  =  —  R  sin  2a  cos3a, 

2 


R    •   , 
r,  =       —  sur  a, 

2 


y  =  —  R  cos2 a  sin*  a, 


d'où 


drt  dr 

^-=-tang20)     -  =  tanga. 


sinacosa 
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Les  points  communs  aux  deux  courbes  sont  donnés  par  l'é- 
quation 

(cos^—  j  )  =  o, 

d'où 

a  =  o,      ou     a  =  90°,     ou     a  =  6o°,     ou     a  =  i20°. 

Pour  toutes  ces  valeurs,  sauf  «  =  900,  on  a 

dfx        dy 
—  tang2a  =  tanga     ou      —  r=— • 

On  verra,  dans  le  problème  1  de  la  troisième  Partie,  que 
la  relation  p  =  2R  cos3a  suffit  pour  prouver  que  la  courbe 
dont  nous  venons  de  nous  occuper  est  une  épicycloïde  en- 

gendrée  par  un  point  d'une  circonférence  de  rayon  —  rou- 

3R 
lant  à  l'intérieur  d'une  circonférence  de  rayon  -y-« 

Problème  n°  36. 

Mohtier  qu'il  existe  en  général  une  conique  ayant 
avec  une  courbe  donnée,  en  un  point  donné,  un  contact 
du  quatrième  ordre,  et  trouver  l'équation  de  cette  co- 
nique connaissant  t équation  de  la  courbe  sous  la  forme 

0  p  =/(«). 

p  étant  le  rayon  de  courbure  et  a  V angle  que  fait  la  tan- 
gente avec  une  droite  fixe. 

Prenons  (fig*  10)  l'un  des  points  de  la  courbe  pour  ori- 
gine, la  tangente  et  la  normale  pour  axes  des  x  et  des  j'; 
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nous  allons  chercher,  relativement  à  ces  axes,  l'équation 
de  la  conique;  soit  cette  équation 


(*) 


Aj24-  2B*y4-Cx,-f-  2D/  =  o. 


Il  faut  écrire  que  les  valeurs  de  y,  y\  y",  yf'\  yir,  tirées 
de  cette  équation  quand  on  y  fait  x  =  o,  sont  les  mêmes 
que  pour  la  courbe  donnée  au  point  A  ;  nous  représente- 


Fig.  10. 


rons  ces  dernières  par y\^yl^  y".  Différentions  quatre  fois 
l'équation  (2),  et  faisons  ensuite  x  =  o,  y  =  o  \  nous  trou- 
verons 

D^-i-C^o, 

Dr:-H3B^0  =  o, 
DjV^4B^-+-3A/0»=ro. 


C      B      A 
Tirons  de  là  les  rapports  --»  —»  ■—>  reportons  -  les  dans 

l'équation  de  la  conique,  et  elle  deviendra 

(3)    (4r?—  3f9?:)j*  -  Sfiftxy  -  9/0*.r'  +  18//J  =z  o. 

Il  reste  à  tirer  les  valeurs  des y\, y\^y%l  de  l'équation  (i)- 
or  nous  avons 

a  désignant  l'angle  que  fait  la  tangente  A  x  avec  une  droite 
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fixe; 


ds  =/(a-\-(f)d<f, 
djc  =  ds  COS  y, 
dy  =zds  sin  9, 
(4)  ^  r/jc  =/(a  -4-  y)  COStfdy, 

dy  =/(*-*-?) sin  ?<fy. 


y  =  s = ^ 


Nous  tirons  de  là 


dx        f(at-i-<f)co&fdf        pcos'cp 

m dyH pcos'«p 3  sin?  dot. 

dx         p  cos  ydf       p*cos&«j>       p8cos4«p 

_ .     3  sin  ©             da. 
a\  ■ 

!  \paCOS&q>  p*COS4f 

pcosy  dtp 

Calculons  cette  dernière  expression  ;  faisons  -y  ensuite 
<p  =0,  comme  dans  les  précédentes  5  p  et  ses  dérivées  ne 
dépendront  plus  que  de  l'angle  a  que  fait  la  tangente  à  la 
courbe  au  point  A  avec  une  droite  fixe  OX;  nous  trou- 
verons 


P s       p»\€/a/        p*  da 


P 


Je  trouverai  pour  les  valeurs  des  coefficients  de  l'équation 


8u  PREMIÈRE    PARTIE. 

de  l'ellipse  les  expressions  suivantes  : 


D  = 

9P5. 

C  = 

-9P*. 

B  = 

A=      3^-9,-5(|)'. 


Soient  Xi  etj^j  les  coordonnées  du  centre;  on  a 


Bji 

-hC.Vt 

=  o, 

C 
B 

3o 
-dp 

dx 

Donc  l'angle  formé  par  la  droite  menée  du  point  A  au 
centre  de  la  conique,  avec  la  tangente  AT,  a  pour  tangente 

q 

-~  C'est  précisément  ce  que  nous  avons  trouvé  pour  la 

tangente  du  diamètre  en  A,  page  69;  la  tangente  du  dia- 
mètre va  donc  passer  par  le  centre  de  la  conique. 

Appliquons  les  formules  précédentes  à  la  spirale  loga- 
rithmique; pour  cette  courbe,  on  a 

il  en  résulte 

B=      3*2//w?*ntt, 

A  =  —  (9-+-  2m2)/'V"*, 

AC— B2>o; 

la  conique  est  donc  une  ellipse.   Soit  X  l'angle  que  fait 
le  grand  axe  de  l'ellipse   avec  la  tangente  ;   la  formule 
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tan  g  i  X  = donnera 

C  —  A 


,  —  —  asin?. 


,       3 

tang  7  \  =  —  • 

Ainsi,  pour  tous  les  points  de  la  courbe,  le  grand  axe  de 
l'ellipse  fait  le  même  angle  avec  la  tangente. 

Dans  le  cas  de  la  cycloïde,  p  =  asina,  --=acosa, 

C  = —   pa'sin'a, 

B  —        3  a*  sinacos*, 

A  = — .I2a2sin'a  —  5a*  cos'a; 

AC  —  Bs  étant  positif,  la  conique  est  encore  une  ellipse. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  discuter  la  courbe 
lieu  des  centres  des  ellipses  ayant  en  chaque  point  de  la 
cycloïde  un  contact  du  quatrième  ordre  avec  cette  courbe. 

Problème  n°  37. 

Trouver  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes 
du  troisième  degré  qui  ont  pour  asymptotes  trois  droites 
données . 

Prenons  {Jig»  n)  deux  des  asymptotes  données  pour 


axes  des  x  et  desjy,  et  soit  alors  ax  +-  by  -f-  c  =  o  Péqua  - 
tion  de  la  troisième  AB;  l'équation  générale  des  courbes 

T.  —  Rec,  6 
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du  troisième  degré,  ayant  pour  asymptotes  les  trois  droite? - 
données,  sera 

ry(ax  -+-  by  +  c)-  (px  -|   qy  .+.  r)  z=  o, 

où  p,  <y,  r  sont  des  paramètres  variables  5  désignons  par  f  le 
premier  membre  de  l'équation  précédente;  les  coordon- 
nées x  et  y  d'un  point  de  rebroussement  devront  vérifier 
les  équations 

df_         df__         f  d'/y     d*f  d*f  _ 

Or  on  trouve 

—  =zy(2ax  -+-    oy-hc) — pf 

—  =a;(   «.r+ao^-hc)  —  q% 

dx* 

d*f  * 

=  lax  -+-  2  6y  -f-  c, 


dxdy 


m 

1  e9uatlon  ^  j  -  5?  ^î  =  °  devient  donc 

(1)  (20  .r  -f-  2/»/  H-c)3 — ^abxyzzio. 

» 

Cette  équation,  qui  ne  contient  plus  les  paramètres  varia- 
bles p,  ^,  r,  est  celle  du  lieu  des  points  de  rebroussement 
de  toutes  nos  courbes  du  troisième  degré.  Ce  lieu  est  une 
ellipse  tangente  aux  axes  des  x  et  des^,  aux  points  D  et  F, 
milieux  de  OA  et  OB  •,  la  droite  a  x  -{-  by  -h  c  =  o  est  aussi 
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^|    tangente  à  l'ellipse  au  point  G,  milieu  de  AB;  on  a  donc 

ce  théorème  : 

Le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes  du 
troisième  degré  qui  ont  pour  asymptotes  trois  droites 
données  est  l'ellipse  de  plus  grande  surface  inscrite  dans 
le  triangle  formé  par  ces  trois  droites. 


Problème  n°  38. 

Trouver  la  développée  de  la  lemniscate. 

L'équation  de  la  lemniscate  est  (x*  -f-j>  f)s  =  à*  (pc% — y%) , 
nous  exprimerons  x  ely  à  l'aide  d'une  variable  auxiliaire, 
qui  sera  l'angle  polaire  0  ;  nous  trouverons 

ar  =  «cos0\/cos20,     /  =  asinB  v/cos20. 

En  diflerentiant  et  réduisant,  on  a 

sin30    f#v        _            cos30    ,A 
dxz=. —  a>  av,      dy  —  a  - dB; 

^/<X)S2  0  y/COS2  0 

on  en  conclut,  pour  l'équation  de  la  normale  à  la  lemniscate, 
X  sin3  0  —  Y  cos3  0  =  a  sin2  0  y^cos  2  0. 

Cherchons  Penveloppe  de  cette  droite  $   nous  prenons  la 
dérivée  par  rapport  à  0 

v        o*       v  •    o*        a   2cos*20—  sin*20 
Xcos30-f- Ysm30~-   — =rT= . 

^  y^COS  2  0 

Les  deux  dernières  équations  peuvent  s'écrire 
Xsin30-Ycos30  =  -  -55£L 

2    yXOS20 


\r  oa  xr    •       Oa  U     I"4-3COS40 

Xcos30-hYsm30  =  ^  — -=?-; 

"         ^COS2  0. 


6. 
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en  les  résolvant  par  rapport  à  X  et  Y,  on  trouve 

«  3  cos  0  -h  cos  3  0 
X  =  ^ » 

°  ^0082  0 

a  —  3  sin  0  -h  sin  3  0 

k  y/cos2  0 

ou  bien 
,  N  v       2«     cos80         _,.  ia    sin80 


3      ^008  2  0  ^     ^082  0 

telles  sont  les  coordonnées  du  point  de  la  développée  cor- 
respondant au  point  x,  y  de  la  courbe.  Il  est  facile  d'éli- 
miner 0  de  ces  deux  équations  -,  on  a,  en  effet, 

X      '  K        '      (COS20/ 

d'où 

(x» -+•  T'V(x'  -  Y*)  =  £î! 

9 

pour  équation  de  la  développée  5  mais  il  vaut  mieux  discuter 
la  courbe  avec  les  formules  (1),  auxquelles  nous  joindrons 
les  suivantes  : 

dX       8a  sin'0  —  \  .    .       ,A 
— -  =  -5 y  sm0  cosJ0, 

.  (cos2Ô)f  l  **Y 

V  '       WY       Sa  j  — cos'0    .  iA       „    1  dX 
—  =  -5-  i 3  sin'0cos0,  J 

(COS20)8 

v        la     âX 

pour  0  =  o,  y  =  o,  A  =  -=->  —  =  o. 

La  courbe  (,/?#.  1 2)  part  du  point  A,  où  elle  est  tangente 
à  Taxe  des  X*,  0  augmentant,  X  est  positif  et  décroissant, 

Y  négatif  et  décroissant}  pour  0=  3o°,  X  est  un  minimum  \ 
pour  0  >  3o°,  X  croît  et  Y  décroît;  pour  0  =  45%  X  et  Y 
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sont  infinis  ;  la  courbe  a  une  branche  infinie  ;  lim  —  =  —  i  •, 

l'asymptote,  si  elle  existe,  est  parallèle  à  la  droite  Y-+-X=  o. 
Il  faut,  pour  avoir  l'ordonnée  à  l'origine,  chercher 


r/VlV,       ,.     a*  cos80  — sin80 
hm(Y4-X)  =  lim  — .       — 

^         V  cos  20 


..     ia    cos80 —  sin80 

hm— — 

6    ^/cos2ô —  sina0 


pour  0  =  45°  5  or  cette  limite  est  zéro,  car 


a  cos80 — sin30  la      I 

*  vW0— sm*ê~~  3  V 


cos0 — sin0 
cosô-hsinô 


(cos3  0-h  cos  0  sin  0  -f-  sin*  0), 


et  cette  dernière  quantité  s'annule  pour  0  =  45°.  L'asym- 


ptote est  donc  la  droite  Y-f-  X  =  o  $  la  courbe  se  compose 
de  quatre  parties  égales  à  la  branche  ABC  que  nous  venons 
de  déterminer. 


Problème  n°  39. 

Trouver  l'enveloppe  des  positions  d'une  droite  mobile 
qui  tourne  uniformément  autour  d'un  de  ses  points  pen- 
dant que  ce  point  se  meut  d'un  mouvement  rectiligne  et 
uniforme. 
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Prenons  (fig*  i3)  pour  axe  des  x  la  droite  décrite  pa 
le  point  considéré,  et  pour  origine  la  position  occupée  pa 

Fig.  i3. 


ce  point  quand  la  droite  mobile  est  couchée  sur  Taxe  des  x\ 
soient  OM  =aawf,  CM.r  =  wt,  où  t  représente  le  temps 
écoulé  5  Péquation  de  la  droite  MC  est 


ou  bien 


y=.  tangu  £(j?  —  lavt) 


•zsinwJ — ycosvt z=z  zavtswut. 


Prenons  la  dérivée  des  deux  membres  de  cette  équation 
par  rapport  à  t,  et  nous  aurons 

xcosnt  -h y&invt  =  2û(sinw£-f-  w£cosw<). 

Nous  pourrions  éliminer  t  entre  les  deux  dernières  équa- 
tions pour  avoir  l'enveloppe  $  mais  il  vaut  mieux  garder  £ 
comme  variable  auxiliaire.  Des  équations  précédentes  on 
tire 

X=za{ÛTLlVit-+~  2W*), 

y  =  a[i  —  cos2wf). 

Soit  posé  2(ùt  =  7T  —  f  ;  nous  aurons 

x==.  a[it  —  <p  -+-  siny), 
jr=za(i  H-cos<p), 
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ou  encore 

x  =  na  —  a(ff  —  sin^p), 

/  =  2fl-û(l   —  COSy). 

On  reconnaît  les  équations  d'une  cycloïde  tangente  a 
l'axe  des  x  et  dont  le  sommet  est  à  l'origine . 

Problème  n°  40. 

Sur  les  caustiques  par  réflexion. 

Des  rayons  lumineux,  partis  du  point  L  (Jig.  i4),  vien- 
nent rencontrer  une  courbe  C;  ils  sont  réfléchis;  la  caus- 
tique est,  comme  on  sait,  l'enveloppe  des  rayons  réfléchis. 
Un  théorème  intéressant,  dû  à  Quetelet,  ramène  la  re-  * 
cherche  de  la  caustique  à  celle  de  la  développée  d'une  cer- 

Fiff,  14. 


laine  courbe;  voici  ce  théorème  :  Qu'on  abaisse  du  point 
lumineux  la  perpendiculaire  LP  sur  l'une  quelconque  des 
tangentes  de  la  courbe  proposée,  que  l'Ôn  prolonge  cette 
perpendiculaire  en  Q  d'une  quantité  égale  à  elle-même, 
et  la  caustique  sera  la  développée  du  lieu  des  points  Q. 

On  voit,  en  effet,  tout  d'abord  que,  en  menant  la  droite  QM 
et  la  prolongeant,  on  a  le  rayon  réfléchi  ;  en  second  lieu,  la 
tangente  au  lieu  du  point  Q  est  parallèle  à  la  tangente  au 
lieu  du  point  P,  et  cette  dernière  (Frenet,  2e  édition,  pro- 
blème 230)  fait  avec  PL  un  angle  APL  ==  PML  ;  si  donc  BQ 
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est  la  tangente  au  lieu  du  point  Q,  on  aura 

PQB  =  PML  =  PMQ, 
et  par  suite 

PQB  -h  PQM  =  BQM  s=  PQM  -+-  PMQ  =  900. 

Donc  les  rayons  réfléchis  sont  les  normales  de  la  courbe  Q, 
et  par  suite  la  développée  de  cette  courbe  est  la  caustique. 

APPLICATIONS. 

i°  La  courbe  donnée  {fig*  i4)  est  une  spirale  logarith- 
mique au  pôle  de  laquelle  se  trouve  le  point  lumineux  \ 
dans  la  spirale  logarithmique,  l'angle  PML  est  constant;  le 
lieu  du  point  P  et  par  suite  celui  du  point  Q  sont  donc  des 
spirales  semblables  à  la  proposée  \  la  développée  du  lieu 
du  point  Q  sera  donc  encore  une  spirale  logarithmique 
égale  à  la  proposée  ;  c'est  la  caustique  cherchée. 

20  La  courbe  donnée  est  une  hyperbole  équilatère  au 
centre  de  laquelle  se  trouve  le  point  lumineux. 

Prenant  pour  axes  les  axes  de  l'hyperbole,  on  trouve 
aisément  que  le  lieu  du  point  P  a  pour  équation 

et  par  suite  celui  du  point  Q 

(*a-t-j,)»=4«1(*a--  y9)-, 

le  lieu  du  point  Q  est  donc  une  lemniscate,  et  comme,  à  la 
page  85  de  cet  Ouvrage,  nous  avons  construit  la  développée 
de  la  lemniscate,  nous  avons  par  cela  même  étudié  la  caus- 
tique demandée. 

3°  La  courbe  donnée  est  une  circonférence,  et  le  point 
lumineux  est  placé  sur  la  circonférence. 

Je  dis  que  le  lieu  du  point  Q  est  une  épicycloïde.  Pour  le 
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prouver  [fi g- i5),  j'élève  au  point  Q  la  perpendiculaire  QC 
sur  MQ-,  je  la  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre  avec  OM$  je 
prolonge  également  MO  jusqu'en  D.  Les  deux  triangles  rec- 
tauglcs  MQC  et  MLD  sont  égaux  comme  ayant  l'angle 

Fig.  i5. 


QMC  =  LMD,  et  le  côté  MQ  =  ML  ;  donc  MC  =  MD.  S* 
je  fais  passer  une  circonférence  par  les  trois  points  M, 
Q  et  C,  elle  sera  donc  égale  à  la  proposée,  et,  à  cause  de 
légalité  des  cordes  MQ  =  ML,  on  voit  que  les  arcs  MQ 
et  ML  sont  égaux.  Donc,  en  faisant  rouler  extérieurement 
sur  la  circonférence  proposée  une  circonférence  égale,  le 
point  de  cette  circonférence,  qui  était  d'abord  en  L,  décrira 
la  lieu  du  point  Q$  c'est  l'épicycloïde  LQAH.  On  sait  que 
la  développée  d'une  épicycloïde  est  une  épicycloïde  sem- 
blable. 

Prenons  donc  OB  =  OK  =  —  ?  et  décrivons  des  circon- 

6 

férences  sur  BK  et  KL  comme  diamètres  ;  en  faisant  rouler 

la  seconde  sur  la  première,  le  point  qui  était  d'abord  en  L 

décrira  l'épicycloïde  LFBE,  qui  sera  la  caustique  demandée. 
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Problème  n°  41. 


Sur  les  rayons  vecteurs  d'une  courbe  comme  diamètres, 
on  décrit  des  circonférences;  on  demande  de  montrer  que 
l'enveloppe  de  ces  circonférences  n'est  autre  chose  que  le 
lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  l'origine 
sur  les  tangentes  de  la  courbe,  ou  la  podaire  de  la  courbe 
par  rapport  à  l'origine. 

Soient,  en  effet,  x  et  y  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe  dont  l'équation  est  y  z=zf{x)\  l'équa- 
tion du  cercle  correspondant  sera 

(i)  X'h-  Y'  —  Xar  —  Yy  =  o. 

Pour  trouver  l'enveloppe,  il  faudra  joindre  à  l'équation 
précédente  celle  qu'on  obtient  en  en  prenant  la  dérivée  par 
rapport  à  ,r,  savoir  : 

(a)  X  +  Y.r'=o. 

En  prenant  le  point  où  la  droite,  représentée  par  l'équa- 
lion  (a),  rencontre  la  circonférence  (i),  on  aura  un  point 
de  l'enveloppe.  Or  la  droite  (2)  est  la  perpendiculaire 
abaissée  de  l'origine  sur  la  tangente;  son  pied,  qui  doit  être 
sur  la  circonférence,  coïncide  donc  avec  le  point  de  l'enve- 
loppe, et  la  podaire  est  identique  à  l'enveloppe. 

La  même  propriété  a  lieu  pour  les  surfaces  :  l'enveloppe 
des  sphères  décrites  sur  les  rayons  vecteurs  d'une  surface 
comme  diamètres  n'est  autre  chose  que  le  lieu  des  pieds  des 
perpendiculaires  abaissées  de  l'origine  sur  les  plans  tan- 
gents de  la  surface. 

Soit,  en  effet, 

(3)  »=/(*,r) 
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l'équation  de  la  surface,  p  =  -f->  q  =  -^;  l'équation  d'une 

*/ 
des  sphères  est 

(4)  X2  H-  T5 H-  Z'  —  X.r  —  Yj  —  Zz  =  O. 

Si  Ton  remplace  z  par  sa  valeur  en  x  et  y,  au  moyen  de 
l'équation  de  la  surface,  l'équation  précédente  contiendra 
deux  paramètres  variables  x  et  j-  ;  il  faudra,  comme  on  sait, 
diflerentier  par  rapport  à  chacun  de  ces  paramètres  pour 
avoir  l'enveloppe;  on  aura  ainsi 

(5)  X-hZp  =  0, 

(6)  Y4-Z<7  =  o, 

et  l'équation  de  l'enveloppe  résultera  de  l'élimination  de 
oc,  y,  z  entre  les  équations  (3),  (4)>  (5)  et  (6)*,  or  les  deux 
dernières  sont  les  équations  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  l'origine  sur  le  plan  tangent  à  la  surface-,  le  pied  de 
cette  perpendiculaire,  qui  doit  être  sur  la  sphère  (4),  coïn- 
cide donc  avec  le  point  de  l'enveloppe  déterminé  précé- 
demment, et  la  podaire  et  l'enveloppe  sont  identiques. 

Problème  n°  42. 

Trouver  la  caustique  par  réflexion  pour  des  rayons 
lumineux  perpendiculaires  à  l'axe  d'une  parabole. 

L'équation  de  la  parabole,  en  prenant  le  foyer  pour  ori- 
gine et  l'axe  pour  axe  des  x,  est 

jr2=  ipx  -4-/?a. 

Soient  PM  (fig.  16)  un  rayon  incident,  MN  la  normale, 
MR  le  rayon  réfléchi,  y  l'angle  MNP;  on  aura 

NMP  =  NMR  =  -  —  », 

2  T 

MRa:= 2», 
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et  l'équation  de  MR  sera 


(•) 


COS2©  ,._.  . 

Y— .r  =  +- 1   X-*  . 

sm  2  y  v 


Dans  le  triangle  rectangle  MPN, 

PN=/?=jrcot©,     d'où     y=ptaxig<t. 

Reportant  cette  valeur  dey  dans  l'équation  de  la  parabole, 
il  vient 

/?sina©  WC0S2© 

lx=J- — l—p=z—  T. 

cos2q>  cos*y 

L'équation  (i)  du  rayon  réfléchi  pourra  s'écrire 

Ysiri2<p  —  Xcos2«p=  jsinaç  —  .rcos2<j> 
ou 

(2)  Tsin2o  —  Xcos2©= —• 

v     '  T  T  2COSso 

Pour  avoir  l'enveloppe  de  cette  droite,  je  prends  les  déri- 

Fig.  16. 


vées  des  deux  membres  de  l'équation  (2)  par  rapport  à  9, 
ce  qui  me  donne 


(3) 


p  sm  9 

Y  COS29  -+-  Xsin2o  =  — r-« 

T  T       2  cossf 


Je  résous  les  équations  (2)  et  (3)  par  rapport  à  X  et  Y,  et 
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je  trouve 

X  = ZL_COs3?, 

)  2COS3©  T 

(4)  ? 

P  •      o 

—  sin  o©. 

2COS8q> 

Voilà  donc  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
caustique,  exprimées  bien  simplement  en  fonction  de  la 
variable  auxiliaire  cp  ;  la  courbe  est  évidemment  symétrique 
par  rapport  à  Taxe  des  .r,  et,  pour  la  construire,  il  suffira 

de  faire  varier  cp  de  zéro  à  -\  on  trouve,  du  reste, 


d"K 3/7  sin  2  ^ 

.     dy  1  COS*  <p 

'   HY        3/?cos2q> 

— —  ~~~  —  • 

d<f  2  COS*  <p 

On  construira  sans  difficulté  la  courbe  à  l'aide  des  équa- 
tions (4)  et  (5) }  on  peut  calculer  aisément  la  longueur  d'un 
arc  de  cette  courbe  5  on  a,  en  effet, 

**S  3z?  3p.  .  , 

—  =  —  =  —  (1  -h  tanga©W  tang®, 

d<f         2COS4©  7.    K  °  T'  DT 


d'où 


S~-~(tang?4-{tang»?). 


L'aire  U  du  secteur  AOM  de  la  parabole  est 


P9 

V  =  Jj  (tang©  -*-  itang*?)  ; 


il  en  résulte 


P 


La  longueur  d'un  arc  de  la  caustique,  multipliée  par  p,  est 
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donc  égale  à  6  fois  Taire  du  secteur  parabolique  corres- 
pondant. 

Cherchons  l'équation  de  la  caustique  en  coordonnées  po- 
laires*, prenons  OA  pour  axe  polaire  5  nous  ferons  donc 

X  =  —  rcosÔ,     Y~rsinô; 
il  en  résultera 

/k  P  O  •    *  P         •    O 

/cosO= — — -coso®,     rsinô=r — r-T-sin3«p; 
2C0S9f  2sm3<j>  T 


d'où 


r=-p— ,      0  =  3<p, 

2C0Ssy  T 


et  par  suite 


r3  cos 


H?) 


équation  de  la  forme  rm  cos  m  0  =■  am. 

Problème  n°  43. 

On  considère  la  courbe  définie  par  les  équations 

(  ,r  =  £"**(      siny  -+-  m  cosy)  -h  e-m?(sin^p  —  /h  cos? ), 
(  j  =  e""f( —  cosy  H-  /wsin?)  —  e-^fcosy-t-  msin?), 

y  e£a?i£  la  variable  auxiliaire.  On  considère  ensuite  la 
développée  de  celte  courbe,  puis  la  développée  de  la  nou- 
velle courbe;  on  demande  de  montrer  au  elle  est  sem- 
blable à  la  courbe  primitive;  construire  la  courbe. 

On  peut  écrire 

.r  =      sin^(ewT  -f.  e'~mf)  -f-  m  cos? (<?*"*  —  e-*?), 
y  =  —  cos^(cw?  +  e-"*)  -4-  /wsin^(emî  —  e-"1*). 
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On  en  déduit,  en  diiTérentiant  et  réduisant, 

dx 

=  (  i  -H  m*)  (e**  H-  e~mi)  cos?, 

*-f  =z  (i-+-  m»)  (<?"*  4-  «-"»)  sinq> ; 

d'où 

—  =  (i-f-  m>)(e»v  -h  e—f), 
do 

d.r.  dy 

—  =  coso,      —  =  sin®. 
<w  ds 

Donc  cf  est  l'angle  que  fait  la  tangente  à  la  courbe  avec  Taxe 
des  x,  et,  |0  désignant  le  rayon  de  courbure,  on  aura 

p  =  (i  +  w,)(cwHr"ï). 
Pour  la  développée,  y  et  p  deviennent  cp'  et  p',  et  Ton  a 

o'  z=z  o  H — 9       ds'=  dp, 


d'où 


On  a  donc 


A1        //p 


p'=z  -£  =  m(i  -+-  //^(e"»?  —  6»-OT?). 
do 


Pour  la  développée  suivante, 
d'où 

p"=  w'  1  H-  /w>)  (e™?  4-  <?-"?  )  =  m2p. 
Donc,  pour  cette  nouvelle  courbe,  on  a 

ff    m  o  -+-  7T,         p    =  W'p. 
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Les  tangentes  aux  points  correspondants  de  ces  deux  courbes 
sont  donc  parallèles  et  les  rayons  de  courbure  proportion- 
nels, ce  qui  démontre  bien  que  les  deux  courbes  sont  sem- 
blables. 

On  peut,  du  reste,  chercher  directement  les  coordon- 
nées x\  y  ',  xf\  y"  des  points  qui,  sur  la  première  et  la 
seconde  développée,  correspondent  au  point  xy  de  la 
courbe  donnée.  Ainsi  la  normale  à  la  courbe  donnée  a  pour 
équation 

Ysinç  -4-  Xcos<p  m.rcos^  -+-  jsiny  =.m(em^ — 'er**). 

Prenons  la  dérivée  par  rapport  à  y  pour  avoir  l'enveloppe 
de  la  normale,  et  nous  trouverons 

Ycos<p  —  X  sin?  =  m^e""?  -+-  ermi), 

et  des  deux  équations  précédentes  on  tire,  pour  x1  et  y ', 
ces  valeurs 

}r'  —      w2cos<p (£*?-+-  er~mf)  -h  /wsin<p(e°'?  —  «r~*?), 
x  —  —  m7  sin  f  {emi  -h  cr-*"?)  -H  m  cos<p  (e*"?  —  er«"*  ) . 

En  opérant  de  môme  sur  la  développée,  on  trouvera 

a-"=  —  m?  sin  <p (e'"?  -\-  e—"*)  —  m3  cos? f e*"?  —  e~m^ j, 
y~      m2  cos<p(  ew?  4-  e-m? )  —  m*  sin  y  (e81*  —  c~m^j 

ou  bien 

ce  qui  montre  que  la  développée  de  la  développée  s'obtient 
en  réduisant  les  rayons  vecteurs  de  la  courbe  proposée  dans 
le  rapport  de  1  à  m1,  et  faisant  tourner  de  180  degrés  la 
courbe  obtenue. 

La  courbe  définie  par  les  équations  (2)  jouit  de  la  même 
propriété  que  la  proposée,  c'est-à-dire  qu'on  aura  aussi 

a?=z  —  m2  x* ,      f  -  —  m2 y  ' . 
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La  courbe  (i)  est  facile  à  construire;  on  sait,  en  effet, 

ox  dv 

immédiatement  quels  sont  les  signes  de   —  et  -j-  :  pour 
ç  =  o,  x  =  o,  y  =  —  2,  cp  variant  de  zéro  à  ->  x  et  y  aug- 

mentent;  cp  variant  de  -  à  7r,  x  diminue  et  y  augmente-,  la 
courbe  est  une  spirale. 

Problème  n°  £4. 

Deux  spirales  logarithmiques  ont  le  même  pôle  (fig*  1 7)  ; 
on  considère  sur  ces  courbes  deux  points  AefB  correspon- 


dant à  un  même  angle  polaire  variable.  En' ces  points, 
on  mène  les  tangentes  aux  deux  courbes;  elles  se  coupent 
en  un  point  M;  est-il  possible  de  déterminer  les  deux 
spirales  de  manière  que  le  lieu  du  point  M  soit  égal  à  sa 
développée? 

Soient  r  =  aé**,  r  =  ae**  les  équations  des  deux  spirales 
en  coordonnées  polaires;  faisons  /ra  =  coty,  n  =cot^/; 
l'angle  AC x  sera  égal  à  0  -+-  y  et  l'angle  BD  x  égal  à  0  -+-  <j>  ; 
donc,  en  coordonnées  rectangulaires,  l'équation  de  la  tan- 
gente AM  sera 

y  —  a&*ism9  =  tang(0  -+-  y)(«r  —  ae**cosO). 
T.  —  Rec.  7 
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De  même  celle  de  la  tangente  BM  sera 

y  —  rt^sinO=  tang(0  ~\-^){x —  a^cosô). 

Résolvant  les  deux  équations  précédentes,  on  a,  pour  les 
coordonnées  x  et  y  du  point  M, 

l    x=  -r—, :-r  [«"••cosfô-f-^sinflp  —  e"ocos(0  4-cp)sin\ï»"L 

]  sin(«  —  40 

(«)  ;  „ 

[   j  —  -— [e"6sin(ô4-4»)siny  —  e"e  sin(0-l-ï)sin4>]: 

telles  sont  les  équations  du  lieu  du  point  M  avec  la  variable 
auxiliaire  0.  En  différentiant,  remplaçant  dans  certains 
termes  m  par  coto,  n  par  cot<f  et  réduisant,  on  trouve 

—  =  a  -— —  008(0  -*-•-+- 4»)' 

dQ  sin(<p  —  40        v        T       T/ 


dy  g"** c'a 

—  —  a  — r  sin  (  0  4-  <p  4-  4>)  i 

<tQ  sin(«j>  —  40  T        w 


d'où 


"77  -— -  a  ~ — 7 T~\  ' 

«6  sm(q>  —  40 

-^-  =  cos(0  -h  y  4-  40i      —  =  sin(&  -4-  «p  4-  4>)« 

Donc,  en  appelant  a  l'angle  que  la  tangente  au  lieu  du 
point  M  fait  avec  Ox  et  p  le  rayon  de  courbure  de  ce  lieu 
au  point  M,  on  aura 

ds       ds  e™*  —  €"e 

a  =  G -h  y  H- +,      p=  —  = -- =  a -r 


^a        </0  sin(©  —  40 

Soient  a'  et  p'  les  quantités  analogues  à  a  et  p  pour  la  dé- 
veloppée^ on  aura 

7r  t         ,      do  me**  —  w*** 
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Soit  9  4-  $  =  A  5  pour  le  lieu  du  point  M,  on  a  entre  p 
et  a  l'équation 

(2)  p  —  a .-.  .  —  5 

v    '  r  sin(cp  —  y) 

et  pour  sa  développée 

m(*-k-x)         (     1.  (.»-*- ï} 

,_.  ,  me    \  »/  —  /?*  V  */ 

(3)  p'=za .-. ■ 

■     '  '  sin(y  —  y) 

Posons,  dans  l'expression  (3),  y.'-—a~\ a0;  elle  de- 

viendra 


p'=  a 


sin(7  —  4) 


et  cette  expression  sera  égale  à  l'expression  (2)  pour  toutes 
les  valeurs  de  a,  si  Ton  peut  déterminer  a0  de  manière  à 
vérifier  les  équations 

quel  que  soit  a\  s'il  en  est  ainsi,  le  lieu  du  point  M  sera 
égal  à  sa  développée.  Les  équations  précédentes  reviennent  à 

merm%*  —  1 ,      /?e?-noto  =  1 . 

Nous  voyons  d'abord  que  m  et  n  doivent  être  positifs  ]  on  a 
ensuite 

l0g/72        log/2    / 
m  n 

les  paramètres  m  et  n  sont  donc  liés  entre  eux  par  la  rcla- 
tion  — ^—  =  -2- . 

Construisons  (^/îgf.  18)  la  courbe  qui  a  pour  équation 
Y  =  -1-5  OA  =  j  ,  OB  =  e,  BC  =  -;  en  C  la  tangente  est 

7- 


t 


-  ' 


IOO 
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parallèle  à  OX.  Menons  à  OX  une  parallèle  quelconque 
du  côté  des  Y  positifs,  et  à  une  distance  moindre  que  —5 
elle  rencontrera  la  courbe  en  deux  points  M  et  N,  dont  les 


Fig.  18. 


abscisses  sont  OP  et  OQ  ;  nous  pouvons  prendre  m  =  OP, 
n  =  OQ,  car  nous  aurons  bien 

logm       log/z 


m 


n 


Si  là  parallèle  était  menée  au-dessous  de  OX,  elle  ne  ren- 
contrerait la  courbe  qu'en  un  point.  La  conclusion  est  donc 
la  suivante  :  m  ayant  une  valeur  quelconque  supérieure 
à  1,  il  y  a  toujours  une  valeur  correspondante  de  n  telle 
que  le  lieu  du  point  M  soit  égal  à  sa  développée. 


Problème  n°  45. 

Un  point  M  d'une  ellipse  est  défini  par  son  anomalie 
excentrique  <p.  On  demande  : 

i°  De  trouver  l'anomalie  excentrique  du  nouveau 
point  P,  oit  le  cercle  de  courbure  au  point  M  va  rencon- 
trer l'ellipse; 
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2°  De  montrer  qu'il  existe  deux  autres  points  M'  et  M? 
de  l'ellipse  tels,  que  leurs  cercles  de  courbure  vont  aussi 
passer  par  le  point  P$ 

3°  De  prouver  que  le  centre  de  gravité  du  triangle 
M  M' M"  coïncide  avec  le  centre  de  l'ellipse; 

4°  De  prouver  que  les  quatre  points  M,  M',  W  et  P 
sont  sur  un  même  cercle; 

5°  De  trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  du  cercle 
précédent  quand  le  point  M  se  meut  sur  l'ellipse 

i°  Soient  x  et  j*  les  coordonnées  du  point  M-,  nous  au- 
rons 

x  —  a  co$©,     y  —  bsm  <p. 

On  trouve  facilement  que  l'équation  du  cercle  de  courbure 
au  point  M  est 

I(X  —  acos©)*  +  (Y—  bsw<f)* 
/»,      ,         ,  •  •  X/X— acos©       Y— fcsincp\ 
-^(Ê'cOS'o+û'Sin*©)! -  -+-  T]=o. 

Pour  trouver  le  point  P  où  ce  cercle  va  de  nouveau  ren- 
contrer l'ellipse,  uous  ferons 

X~«cos4>,     Y=£sin$, 

moyennant  quoi  l'équation  précédente,   après   quelques 
transformations,  s'écrira 

sma 1  a1  sin2 -  -f-  b*  cos' -  — b%  cos*©  — à1  sin*©  )  =  o. 

2        \  2  2  y 

Nous  avons  déjà  la  racine  double  4>  =  ç  \  en  la  supprimant 
et  transformant,  on  obtient 

aa —  «*cos(*  4-  ©)  •+-  6a-h  6*cos(*  -+-  ©) 

—  b1 —  a* —  &3cos2©  -I-  à*  cos2©  =  o 


1  ■ 
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ou  ï>ien 

cos(<l>  ■+-  y)  =  cosîy, 

ce  qui  donno 

0-Hç=2ç      Ct      <&-{-y  =  2lt —  2çp, 

c'est-à-dire 

0  =  «p        Ct        *  =  27T  3<J>. 

Ainsi,  comme  cela  devait  être,  nous  avons  trouvé  la  racine 
triple  <l>  =  <p,  et  l'anomalie  excentrique  du  point  P  est 
27T —  3cp. 

i°  Considérons  les  points  M'  et  M/'  ayant  pour  anoma- 
lies excentriques  <j/=  cp  -f-  ^->  9"=:  9  -f-  -—;  les  points  P' 

et  P'',  correspondant  à  ces  points  M'  et  M",  auront  pour 
anomalies  excentriques 

27T  —  3(<?  +  -£\        et       27T  —  3U-}-  -yU 

ou  bien 

■ —  3«p     et     —  2w  —  3^o 

Ces  points  coïncident  donc  avec  le  point  P. 

3°  Soient  xf,  y' ,  x'\  yn  les  coordonnées  des  points  M' 
et  M/;5  on  aura 

x  =rtcos<p,  y  =  £sin<p, 

x'  =  a  cos  U  -f-  —  J ,     y'  =  b  sin  (  «p  -h  -^ 

#"=  a  cos  f  9  4-  -^  j  >     jr"=z  b  sin  U  4-  -^ 

On  conclut  de  là,. quel  que  soit  y, 
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ce  qui  démontre  bien  que  le  centre  de  gravité  du  triangle 
M  M' M"  coïncide  avec  le  centre  de  l'ellipse. 
Il  convient  de  remarquer  les  relations 

2  '  2 

d'où  Ton  déduit  que  la  somme  des  carrés  des  distances  des 
points  M,  M7,  M"  au  centre  de  l'ellipse  est  égale  à  la  con- 

stante  o • 

2 

•  4°  On  trouve,  par  un  calcul  direct  et  facile,  que  l'équa- 
tion du  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  M,  M',  M"  est 

r+r x  cos  o  © - —  y  sin  6  v  = 5 

17  2tf  20      J  T  2 

et  Ton  vérifie  que  cette  équation  est  satisfaite  quand  on  y 
remplace  x  par  a  cos  3  (f  et  y  par  — &sin3<j>;  elle  devient, 
en  effet, 


cos239(«2 )  -4- sin2 3  y  U2  H 1  =  — — 

ou 

•  (cos2 3 <p  -+■  sin23q>)  = • 

5°  Soient  a  et  (3  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  pré- 
cédent; on  a 

a5  —  b* 
a  =  — -. cos3?, 

p  =  — --= —  sin  3  o. 
4  4» 


On  en  déduit 


{a}—  b*)% 
1  10 


équation  d'une  ellipse  ayant  même  centre  et  mêmes  direc- 
tions pour  ses  axes  que  l'ellipse  proposée. 
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Comme  enveloppe  du  même  cercle,  on  trouve  la  courbe 
du  quatrième  degré,  dont  l'équation  est 


Problème  n°  46. 

On  demande  (fig.  19)  : 

i°  De  trouver  le  lieu  du  milieu  de  la  corde  commune  à 

Fig.  19. 


y 

.M 

> B 

]n' 

<^ 

x\N( 

^w\ 

? 

k         -^y 

)^sT- 

m  y 

G\ 

(0 

une  ellipse  et  à  son  cercle  osculateur,  et  de  calculer  l'aire 
de  la  courbe; 

20  De  trouver  l'enveloppe  de  cette  corde  et  l'aire  de 
la  nouvelle  courbe, 

i°  Les  coordonnées  des  extrémités  de  la  corde  sont 


xt  =  acos<fi       y  y 


6sin<p, 
—  b  sin  3  9  ; 


les  coordonnées  du  milieu  seront  donc 


a 


x  =  -  (cosq>  -f-  cos3?), 
Y  =  -  (sin  y  —  sin  3  ?) 


EXERCICES    SUR    LE    CALCUL    DIFFÉRENTIEL.  lo5 

ou  bien 


(O 


et  Ton  en  tire 


x  =      a  cos  2  q>  cos  y, 
X  =  —  b  cos  2  <p  sin  9, 


(^ 


—  =:  asiny  (1  —  6cosaq>), 

—  r=  &cosy(6sina?  —  1). 


A  l'aide  des  équations  (1)  et  (?),  il  est  facile  de  construire 

la  courbe  :  pour  <p  =  o,  x=a,  y  =  om,  (j>  augmentant,  — 

dr 
et  -j-  sont  négatifs;  x  décroît,  jr  est  négatif  et  décroissant; 

le  minimum  dej^  a  lieu  pour  <p  =  ç,,  ç,  étant  défini  par 

l'équation  sin  cpt  =  —  »  après  quoi  .r  décroît  toujours  et  j- 

vb* 

croit-,  pour  ç  =-7 ,  o:  =  o,  j=o  et  j= •,    en  U  la 

courbe  est  donc  tangente  à  la  diagonale  DG  du  rectangle 
construit  sur  les  axes;  ç  augmentant  toujours,  x  décroit 


ir  „  it 


jusqu'à  ce  qu'on  ait  9  = <p,  ;  enfin,  pour  9  =  -»  x  =  o 

et  ^  =  i;   nous  obtenons  ainsi  la  partie  AMONB  de  la 
courbe.  Cette  courbe  étant  symétrique  par  rapport  aux 
axes  de  l'ellipse,  on  achèvera  aisément  de  la  tracer. 
Cherchons  l'aire  de  la  courbe  ;  on  trouve 

ydr.  —  xdy  ==■  ab  cos72ydy. 

Soit  ux  l'aire  de  la  partie  OMAJYl'O-,  nous  aurons 


«,  =  ab  I 


C0S*2yd<f. 
o 


I0<3  PREMIÈRE    PARTIE. 

De  même,  si  u%  désigne  Taire  de  la  partie  ONBN'O,  on 
aura 

u2  =  ab  f       cos22ydy, 

T\ 

ou  bien,  en  posant  <j>  —  -.  -H  ^  et  mettant  ensuite  la  lettre  <p 
au  lieu  de  i|/, 

i/a  =  ab  I       siiis2o/f©. 

Les  deux  intégrales  qui  figurent  dans  les  expressions  de  ut 
et  u%  sont  égales  entre  elles,  comme  on  le  voit  en  les  dé- 
composant en  éléments  infiniment  petits  ;  on  a  donc 

ux~u2—-[ux-\-u7)=z-ab  I       (cosa2<p-f-  sin*2c>)tffo  =  —  ab-i 

2K  2        J0  T  2         4 

4 

et  Taire  de  la  courbe  entière  est  —  ?  ou  la  moitié  de  celle 

2 

de  Tellipse. 

2°  Cherchons  Tenveloppe  de  la  corde  commune  à  Tel- 
lipse et  à  son  cercle  osculateur;  cette  corde  passe  par  les 
points  x^yu  .Tj,  yt\  elle  a  donc  pour  équation,  en  mettant 
pour  a?j,  y1:  x8,  y%  leurs  valeurs, 

,    .  b  sino  -h  sin3q>  . 

y  —  b  smcp  = 5--  (.r  —  a cos©) 

1       a  cos<p  —  coso© 

ou  encore 

.  £  cos«p  . 

y  —  b  sm©  =  -  — — L  (.r  —  a  coso), 
1       a  sin©  T/   • 


.  A." 
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ce  qui  peut  s'écrire 

(3)  aysiny  —  £.rcos?  = —  ab  cosiy. 

Je  prends  la  dérivée  de  cette  équation  par  rapport  à  9,  afin 
d'avoir  l'enveloppe  demandée  •,  j'obtiens  ainsi 

(4)  aycosy -h  b.rsm<f=z  zab&mzy. 

L'élimination  de  cp  entre  les  équations  (3)  et  (4)  donnerait 
l'enveloppe,  mais  je  préfère  garder  la  variable  auxiliaire  cp; 
je  résous  les  équations  précédentes  par  rapport  à  x  et  y,  ce 
qui  me  donne 

y  =  &(2SU12f  COS<p  —  cos2<psin  f), 

.r  —  ez(2sin29sin<p  -f-  cosaycosç) 

ou  bien 

(  .r  =  acosyh  -+-  2sin2ç), 
5)  j 

(  y  3=  b  sin  y(i  h-  2  cos'ç). 

En  différentiant  et  réduisant,  j'obtiens 

<£*       -     .  * 

—  =  5  Cl  SUl  flp  COS2f,     J 

dr  \  dx       «sin© 

-f-  =  3&C0S9C0S29      ) 

dy  ' 

On  peut  remarquer  que  le  coefficient  angulaire  -~  est 

égal  et  de  signe  contraire  à  celui  de  la  tangente  à  l'ellipse*, 

la  corde  commune  à  l'ellipse  et  à  son  cercle  osculateur  et 

la  tangente  à  l'ellipse  sont  donc  symétriques  par  rapport  à 

l'ordonnée  du  point  M. 

11  est  facile  de  discuter  la  courbe  avec  les  équations  (5) 

dy 
et   (6)  :  pour  cp  =  o,  x  =  o,  y  =  o,  -y-  =  <x>  ;  <j>  augmen- 


d.r 


tant, 


x  et  y  augmentent  jusqu'à  ce  qu'on  ait  cp  =  j\  alors 
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-=TT=i/2,  —  =  -;  nous  obtenons  ainsi  Tare  AH  tan- 

a        b         y     1    dx        a 

gent  en  H  à  la  diagonale  OH;  <p  augmentant,  x  et  y  dimi- 

•    i          a>  •                  i   •      dy       b  cot  © 
nuent;  mais  le  coemcient  angulaire  -^-  = -  va  toujours 

en  diminuant,  ce  qui  exige  que  la  courbe  passe  de  l'autre 
côté  de  sa  tangente  HO  ;  le  point  H  est  un  point  de  rebrous- 
sèment  de  première  espèce.  On  achève  la  discussion  sans 
difficulté,  et  Ton  trouve  que  la  courbe  a  la  figure  dessinée 
plus  baut. 

Cherchons  Taire  de  cette  courbe;  on  a 

(7)  xdy — yd.r  =z  3  tf  £  COS*  2  y  </<p  ; 

Taire  entière  U  sera  donc 


7T 


TJ=z6abl        C0S*2?rf<p:r= 5 

Jo  2 

la  partie  de  cette  aire  comprise  entre  Tellipse  et  la  courbe 
est  donc  la  moitié  de  Taire  de  Tellipse. 

Il  est  à  remarquer  que  Texpression  (7)  est  égale  à  trois 
fois  Texpression  correspondante  dans  le  problème  précé- 
dent ;  donc  Taire  d'un  secteur  de  la  seconde  courbe  est  égale 
à  trois  fois  celle  du  secteur  correspondant  dans  la  première 
courbe. 

Problème  n°  47. 

Démontrer  que  la  surface 

(i)  y*z*  -+-  z7x2-\-  x7y* — 2xyz  =  o 

est  coupée  par  la  sphère 

(2)  x7  +  y2-t-z*=i 

suivant  quatre  cercles. 


s'écrire 
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En  tenant  compte  de  l'équation  (2),  l'équation  (1)  peut 


a?y2 —  zxyz  4-  z1 —  z*=z  o. 


Cette  équation,  qui  est  celle  d'une  surface  passant  par  les 
■   points  communs  aux  deux  proposées,  donne 


xy  =z  z  zn  z2. 
On  a,  du  reste, 

x*  -+-y2=.  1  —  z2, 

et  l'on  en  déduit 

(.x±yy  =  {i3zzy 

ou  bien 

(x+jH-z  +  i)(ar+j-2~i)(.r-;'4-z-l)(j:-/-s-}-i)=o. 

Donc  l'intersection  des  surfaces  (1)  et  (2)  se  compose 
des  quatre  circonférences  suivant  lesquelles  la  sphère 
x*  +  y1  -+-  z1  =  1  est  coupée  par  les  quatre  plans 


x  -t-  y  -+-  z 

— 

—  1, 

x  ~\-  y  —  z 

== 

1. 

x  —  y  -+-  z 

^^ 

i, 

x—y  —z 

— 

—  i. 

Problème 

n° 

48. 

Par  les  divers  points  d 'une  hélice,  on  mène  des  paral- 
lèles à  la  tangente  en  un  point  de  l'hélice;  on  demande 
de  trouver  le  lieu  de  la  trace  de  chacune  de  ces  droites 
sur  la  base. 

Soient  les  équations  de  l'hélice 

x  =  acosy,     ^  =  flsiny,      z=r/w<2ç; 

nous  pouvons  toujours  supposer  que  le  point  qui  figure 


'-  .  < 
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dans  Fénoncé  soit  celui  qui  répond  à  cj>  =  o;  la  tangen 
en  ce  point  fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosim 
sont  proportionnels  à  o,  i  et  m\  les  équations  de  la  para 
lèle  à  cette  tangente,  menées  par  un  point  quelconque  : 
y,  z  de  l'hélice,  seront  donc 

m 

Faisons  dans  ces  équations  Z  ^  o,  et  remplaçons  .r,  y, 
par  leurs  valeurs  en  fonction  de  <p  ;  nous  trouverons  1  poi 
les  coordonnées  de  la  trace  sur  la  place  de  base 

X  =■  a  cosy,      Y— «sin^p — a  y. 
Faisons  le  changement  d'axes  défini  par  les  formules 

et  nous  obtiendrons 

X'=tfÇ«p  —  siny),      Y'=a(i  —  cos«p); 

ce  sont  les  équations  d'une  cycloïde  engendrée  par  un  poil 
d'un  cercle  de  rayon  a  roulant  sur  l'axe  des  X'. 

Examinons  ce  que  devient  le  lieu  quand,  par  les  dive 
points  de  l'hélice,  on  mène  des  parallèles  à  une  droite  que 
conque,  et  demandons-nous  quel  sera,  dans  ce  cas,  le  lie 
des  traces  de  ces  droites  sur  la  base. 

Nous  pouvons  supposer  le  plan  des  yz  parallèle  à  la  d 
rection  donnée }  cette  direction  fera  avec  les  axes  des  angl< 
dont  les  cosinus  seront  o,  siny,  cosy,  et  nous  aurons,  poi 
les  équations  de  la  parallèle  menée  par  le  point  a:,  y,  z, 

X  =  x,     Y—  7  —  tang7(Z  —  z). 

Faisons  dans  ces  équations  Z  -=  o  ;  remplaçons  x,  y,  z  pi 
leurs  valeurs,  et,  au  lieu  de  ira,  introduisons  l'angle  i  qi 
font  avec  Taxe  du  cylindre  toutes  les  tangentes  de  l'hélice 
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nous  aurons,  pour  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 

du  lieu, 

tangv 
X  — flcos®,      Y— «sincp  —  tiQ —    ;• 
T  T    •     T  tang* 

Faisons  le  changement  d'axes  défini  par  les  formules  sui- 
vantes :  X  =  a  *^$1  — Y',  "Y  =  —  X',  et  posons  a  — *~  =  b\ 

tangf  r  tang*  7 

il  viendra 

X'r-r  by  —  flSÎnç, 

Y'  —  b    —  a  cosq> . 

Nous  trouvons  une  cycloïde  allongée  ou  raccourcie,  sui- 
vant que  tangy  sera  plus  petit  ou  plus  grand  que  tangz  : 
pour  tangy  =  tangi,  on  a  la  cycloïde  ordinaire.  Telle  est 
la  nature  de  l'ombre  portée  sur  le  plan  de  la  base  du  cy- 
lindre par  une  hélice  éclairée  par  des  rayons  parallèles. 


Problème  n°  49. 

Trouver  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sées d'un  point  de  taxe  d'un  cylindre  circulaire  droit 
sur  les  tangentes  à  toutes  les  hélices  de  même  pas  que 
l  on  peut  tracer  sur  ce  cylindre. 

Prenons  le  point  considéré  pour  origine }  les  équations 
d'une  des  hélices  seront 

x  —  a  cos(f  -+-  a),      y  =z  a  sin(cp  -4-  a),      z=z  aycoti. 

On  obtiendra  tous  les  points  de  cette  hélice  en  faisant  va- 
rier f  de  —  oo  à  -h  oo  $  on  obtiendra  toutes  les  hélices  de 
['  même  pas  en  laissant  i  constant  et  donnant  à  a  toutes  les 
valeurs  possibles.  On  trouve,  pour  les  coordonnées  du  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  la  tangente 


?  ■  .  ■  • 
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au  point  ,r,  y,  z, 

X  =  a  cos(f  -4-  a)  -4-  ay  sin  (y  -+-  a)  COS2f, 
Y  =  «  sin  (y  -+-  a)  —  aq>  cos(y  -+-  a)  cos*/, 
Z  =ay  sin/  cos/. 

Entre  ces  trois  équations,  il  faut  éliminer  <p  et  « }  on  obtient 

ainsi 

X'-f-Y'—  Z'cot'i=za\ 

équation  d'une  hyperboloïde  de  révolution  autour  de  Taxe 
du  cylindre. 

Problème  n°  50. 

Trouver  toutes  les  hélices  dans  lesquelles  le  rayon  de 
courbure  varie  proportionnellement  à  l'arc,  compté  à 
partir  d'un  point  fixe. 

Avant  de  traiter  cette  question,  nous  allons  réunir  un 
certain  nombre  de  formules  qui  sont  très-utiles  dans  les 
problèmes  relatifs  aux  hélices.  Soit  y0  l'angle  constant  formé 
par  les  tangentes  de  l'hélice  avec  Taxe  des  Z-,  la  formule 

cos' a  -h  cos'P  -+-  cos'7o=  i 

donne 

cos2  a  -h  cos'p  =  sin»70. 

On  peut  donc  poser,  en  introduisant  une  variable  auxi- 
liaire cp, 

!cosa  =  sin  y0  cos  y, 
cosp  =  sin  70  sin  y, 
cos  7  =  cos  7». 

cosÇ  étant  nul,  en  vertu  de  la  relation  dcosy  =  cosl^ — > 
nous  avons 

COS2Ç  -+-  COSsfl  =  I. 
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Introduisant  un  nouvel  angle  cpl9  nous  ferons 

cosÇ  =  cosç,,     cos9i  =  sînfi; 

mais  nous  devons  avoir 

cosa  cosÇ  -f-  cosji  cosu  -+-  cosy  C03Ç  =  o. 

Cette  équation  va  devenir 

sin  70  (cos<p  cos<p,  +  sin<p  sin<p(  )  =  o, 
cos(«pi  —  f)=o,      d'où     ^p(  =  ^  h — ; 

nous  avons  donc 

cosÇ  =  —  sin^i, 
{2)  {' COSïï  =-f- cos^, , 

cosÇ  =  o. 

La  relation  rfcosv  =  cos£ —  =  0  nous  montre  que  v  est 
constant-,  nous  ferons 

et,  à  cause  de  la  relation, 

cos'X  -f-  cos'p  -f-  cos*v,=  1, 
cos'X  -H  cos'p  =  sin'v,; 

nous  poserons 

cosX  =  sinv,  cosya, 
cos  p  =  sin  v0  sin  <j>3 . 

Les  formules 

cosX  cosa  -f-  cosp  cosp  -f-  COSv  COS7  =z  °j 

cosX  cos 5  +  COS ^  cos»  -+-  COSV  cosÇ  =  O 
T.  -  Rcc.  8 
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vont  nous  donnée 

sinv0  siny.cosfy,  —  ? )  -+-  cosv«  cos  7,,  =  o, 
sinv,  sin(<p,  —  y)  =  o, 

d'où 

ç2  =  y     et     cos(v0 — y»)  r=  o. 

Nous  prendrons  v0  =  y<>  H — '  et  nous  aurons  ainsi 

mm 

/    COS).  =COS70COS9, 

(3)  <  cosj*  =  cos7„sin  <p, 

(  cosv  — —  SHI70. 

Enfin  les  formules  d  cos  oc  =  cos  £—<>  d  cos  A  =  nos  £  —  nous 

donneront 

ds 

—  =  sin70a?, 

«>         i  :    , 

Voilà  donc  nos  neuf  cosinus  exprimés,  à  l'aide  d'une  seule 
variable  cp,  par  les  formules  (1),  (2),  (3),  et  p  et  r  exprimés, 

au  moyen  de  ~»  par  les  formules  (4).  Remarquons  en  pas- 
sant la  relation  -=  coty0  =  const.,  qui  a  lieu  pour  toutes 

les  hélices.  (Les  notations  précédentes  sont  celles  dont  s'est 
servi  M.  J.-A.  Serret  dans  son  Traité  de  Calcul  diffé- 
rentiel.) 

Revenons  au  problème  proposé  :  Trouver  toutes  les  hé- 
lices dans  lesquelles  on  a 

M  %  =  >■ 

k  étant  différent  de  zéro. 
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En  combinant  cette  équation  avec  la  première  des  équa- 
tions (4)>  savoir  : 

(5)  —  =  sin70r/©, 

P 

nous  aurons 

dp 

-£  =  k  sin  7«  do  ; 

P 

intégrant  et  désignant  para  la  constante  arbitraire,  nous 
avons 

p  =  rt<?*¥8lnï., 

et  l'équation  (5)  donne 

(6)  ^  =  a  sin70£*?sinW<p. 

Nous  avons  ensuite 

dx  =  ds  cosa,     dy  =  ds  cos  (5,     r/z  =  ds  COS70, 

et,  en  remplaçant  ds  par  sa  valeur  (6),  cosa  et  cosj3  pai 
Jenrs  Valeurs  (i),  nous  aurons 

d.r  =  a  sin,7ac*?8ÎnTo  cosç  *fy, 
dy  =  «  sin^e**8*11*»  sin  qxfy, 
<&  =  «sin7#cos70tf**8inToJy. 

Intégrant,  sans  ajouter  de  constante,  ce  qui  ne  changera 
rien  à  la  forme  de  la  courbe,  nous  avons 

#  sin27o       , ,    .  n  tmmtwt„ 

x=^l — r-— -  (A-sin7oCOScp  -f-sm®)e*?8,nTo, 

i  -4-  A*  sin'70 
asins7o       , ,    .  .   ia,înv 

z  =  -cos70***sinT». 


Soit  posé  A  siny0  =  cou,  et  les  formules  précédentes  de- 

8. 
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viendront 

Ix  =  a  sin27„  sin/ cos(?  —  /)ctcol,\ 
y  =  /7  sin'yo  sin/sin  (y  —  /  )«f  wt/, 
z  =  «  siny.  cos7«  tang/  e?cot'. 

Voilà  donc  les  équations  de  l'hélice  cherchée,  exprimées 
avec  la  variable  auxiliaire  <p  ;  la  projection  de  cette  courbe 
sur  le  plan  des  xy  est  une  spirale  logarithmique-,  car,  si, 
dans  ce  plan,  on  prend  les  coordonnées  polaires  II  et  &>,  on 
aura 

tango  =  —  =  tang(tp  —  /),     d'où     y  =  »  +  t, 

ÎR  =  a  sin57o  sini  **"*', 
R  =  a  sin^o  sin«Vcot/«i,cot/. 

Des  équations  (7)  on  tire 

y7*2 -+-/*  =  z  tangy» cos/; 

la  courbe  est  donc  tout  entière  sur  un  cône  de  révolution 
autour  de  Taxe  des  z.  Enfin,  si,  tirant  cos  a,  cos(3,  cosy 
des  équations  (1),  #,  y,  z  des  formules  (7),  on  forme  l'ex- 

atcosoc  -4-  rcosB  -4-ZCOS7  ,  ,     ,     , 

pression — -9  on  la  trouvera  égale  a 


y7!  —  sin27#sin2/. 


Ainsi  cette  courbe  coupe  toutes  les  génératrices  du  cône  de 
révolution  sous  un  angle  constant  -,  aussi  lui  a-t-on  donné 
le  nom  fthélice  cylindro-conique.  Si  Ton  avait  k  =  o  ou 

^  =  0,  c'est-à-dire  0  =  const.,  la  courbe  serait  une  hélice 
as 

tracée  sur  un  cylindre  de  révolution. 
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Problème  n°  51. 

Si  une  courbe  à  double  courbure  et  la  ligne  des  centres 
de  courbure  sont  deux  hélices  tracées  sur  des  cylindres 
dont  les  génératrices  sont  -parallèles,  la  courbe  proposée 
est  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution,  ou  une 
hélice  cylindro-conique. 

Donnons  d'abord  les  formules  qui,  pour  une  hélice  quel- 
conque, font  connaître  les  coordonnées  du  centre  de  cour- 
bure. Soient  x,y,  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  l'hélice,  x\y\  z1  celles  du  centre  de  courbure  corres- 
pondant; on  a 

x'  =  x  -h  p  cos£,     y'  =  y  -H  pcosu,     z'  =  z  -h  pcosÇ, 

et,  en  remplaçant  cos£,  cosjj,  cosÇ  par  leurs  valeurs  (a), 
p  par  sa  valeur  (4),  on  a 

,                   \      ds  . 
x  =  .t. : -—  sm  o, 

S11170  <*<p 

(9)  {     ,  I       ds 

ljr=X+- T"cos?» 

siny,,  df 

z'  =.  2. 

Difierentions  ces  formules  et  remplaçons  dx,  dy,  dz  res- 

ds  j      ds         n  f       ds  f 

pectivement  par  -j-cosaacp,  -r-cospay,  -r-cosyay  ou  par 

ds  ds  ds 

Y  siny0  cosy  rf<p,  ~j-  siny0  sincprfy,  —  cosyodtf,  dx',  dy\  dz1 

»  Y  T 

par  ds'cosa',  <£y;cos(3',  rf/cosy^,  où  y\  est  une  constante, 
puisque  le  lieu  des  centres  de  courbure  est  aussi  une  hélice 
tracée  sur  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles 
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à  Os,  et  nous  aurons 

dsJ  ,  cosa7o  ds  i       .       d*s 

—  cosa  = : — —  cos* : sin  ©    —  * 

dff  sin  7,  </©        sin  7»  a©7 

,     .         .   */.v'        .,  coss7o    .       ds  i  d*s 

(io)       '    --cos6'== : — —  sin  ©  -—  -h COS©  — r* 

v      '         »    r/©         r  sm7o  T  '/©        SIII70  «** 

-00.7.=  CM  y.-- 

Faisant  la  somme  des  carrés  et  extrayant  la  racine  carrée, 
on  a 

ds'  /fd'*V  d? 

et,  en  tenant  compte  de  cette  relation,  la  dernière  des  for- 
mules (10)  donne 


ds  ,      /id'sV  ds* 

«n7icoi7.-  =  cos7i^  \—  J  4-cos'7tt-, 


d'où 


d's 

dy2  COS70     r-r-z TT 

-j-  =  -7  vsin270—  cos*70. 

ds         cos70 

dy 

Le  premier  membre  de  cette  équation,  d'après  la  for- 
mule (4)9  n'est  autre  chose  que  siny0  y;ona  donc 

dp  cos70        y-7-7 —7        , 

-f  =  -. — r  vsm  7o  —  cos^,  =  A. 

ds       sin70cos70¥  f 

On  est  ramené  au  problème,  précédent.  Si  k  est  différent 
de  zéro,  l'hélice  proposée  est  une  hélice  cylindro-couique  \ 

si  h  =  o,  c'est-à-dire  si  sin*y0  =  cos2y'0  ou  y\  = y0> 

l'hélice  proposée  est  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution. 
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Problème  n°  52. 

Montrer  que,  si  R'  et  H."  désignent  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  en  un  point  quelconque  de  l'intersection 
d'un  ellipsoïde  avec  une  sphère  ayant  le  même  centre, 
on  a 

J/Rlr 

t-fr — —  =.-  const. 
R'  -+-  R" 

Soit  A x*  -f-  By*  4-  Cz*  =  i  l'équation  de  l'ellipsoïde;  le 
calcul  donne  aisément 

R+R=  — 

X  ^A^-f-B'j'  +  C'z2, 
(A^-t-B^-j-C'*')' 

RR~ ABC ' 

d'où  Ton  déduit 

3 


Î'R'R"  (ABC)7 


R' -h  R"       A'(B  +  C) j?»+  B2( C  H-  A)r •  -4-  C'(A  -+-  B) 
ce  que  l'on  peut  encore  écrire 


4* 


V'R'R" (ABÇ)4 


R'-+-  R"       (A.z>+  B/'-kCz»)  (BC-H  CA+AB)  —  ABCfc'+^+z») 

__ (ABC)4 

""  BC  -4-  CA  -f-  AB  —  ABC(x'-i-.r2  -f-  z*/ 

Soit  la  splière  a:8  -f-jp*  4-  3*  =  R2  ;  le  long  de  l'intersec- 
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tion  de  cette  sphère  avec  l'ellipsoïde,  on  aura 

y'R7!7' (ABC y 

R'  +  R"  —  BC  +  CA  -+-  AB  —  ABGR* 

ce  qui  est  bien  une  constante. 


Problème  n°  53. 

Exprimer  les  rayons  de  courbure  principaux,  en  un 
point  quelconque  d'un  ellipsoïde,  à  l'aide  des  coordon- 
nées elliptiques  u  et  v  de  ce  point. 

Soit  l'ellipsoïde  g  +  Ç2  -t-  g  =  i,  où  A>B>C;  le 

calcul  direct  donne,  en  appelant  R'  et  R"  les  rayons  de 
courbure  principaux  de  la  surface  au  point  x.y,  2, 

R'+  R"=  [(&  +  (?)  p  +  (C«H- A')  Ç  +  (A»+  B')  ~  J 

i  /  x?         *k'         z2 

—  H-  —  +  ^"1  • 

A4        B4        CV 

Remarquons  en  passant  que,  P  désignant  la  distance  du 
centre  de  Pellipsoïde  au  plan  tangent  au  point  .r,  y,  s,  on  a 

I  .r2         y2         z% 


P'       A*        B4        C*' 


et  par  suite 

A^B'C 


relation  très-simple  entre  R',  R"  et  P. 
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Faisons  maintenant 

A»  =;  p2,     B2  =  p2  —  b\     C2  =  p2  —  c\     d'où     62  <  c2, 

et  considérons  les  trois  équations 


P2 

-r- 

p' 

—  A» 

W 

— 

ca 

*» 

*' 

+ 

(»* 

za 

= 

If 

p1 

c* 

— 

r* 

X2 

— 

6' 

—  v' 

z2 

— 

1 

V2 

c7 

— 

v2 

1 1 

» 

et  supposons  b*  <fx2  <!  c2,  v*  <£*}  nous  avons  déjà 

P*  >  c*  >  ^- 

Ces  trois  équations  représentent  :  la  première,  l'ellipsoïde 
proposé}  la  deuxième,  une  série  d'hyperboloïdes  à  une 
nappe,  et  la  troisième,  une  série  d'hyperboloïdes  à  deux 
nappes,  quand  on  fait  varier  les  paramètres  /x  et  v  entre  les 
J imites  fixées  plus  haut.  On  tire  de  ces  équations  [voir  le 
Calcul  différentiel  de  M.  Serret,  p.  5o5) 

r—  fl*\ 

JT  ^^      9 

bc 

y  p2  —  c7  ^c1  —  p?  ^C2 V2 

Sur  l'ellipsoïde,  p  est  constant  5  ^t  et  v  sont  les  coordonnées 
elliptiques  qui  permettent  de  fixer  la  position  d'un  point 
sur  la  surface. 

En  portant  les  valeurs  précédentes  (2)  de  x,  y,  z  dans 
les  expressions  (j)  de  R'-t-  R"  et  R'R",  on  obtient,  après 
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quelques  réductions, 


et  de  ces  deux  équations  on  tire 


R/  _  R'=  (f»,-^Wp,-f^P,-»\ 

p^p»_&»^p»_ca  ABC 

R„=  (P'-^^T'  =  (A'-ï'fy/F^ 

p  ^  _  $a  ^pî  _  r»  ABC 

On  peut  déduire  de  là  une  conséquence  intéressante  5  on  a 

R/=yt    ABC  R*=R„    ABC 


(Aa—  v')<  (AJ  — f*2)4 

Le  long  de  la  ligne  de  courbure, 

f*  r=const.,     R'7  est  proportionnel  à  R'3; 

le  long  de  la  ligne  de  courbure, 

v  ~  const.,     R'  est  proportionnel  à  R"3. 

Problème  n°  54. 

Démontrer  que  toute  surface  développable  qui  admet 
une  seule  ligne  de  courbure  plane  est  un  hélicoïde  déve- 
loppable. 

Je  prends  (fig*  20)  le  plan  de  la  ligne  de  courbure  pour 
plan  des  xj.  Soient  A  l'arête  de  rebroussement  de  la  sur- 
iace  développable*,  C  la  ligne  de  courbure  considérée,  qu'on 


S 
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sait  être  une  trajectoire  orthogonale  des  tangentes  à  l'arête 
de  rebroussement  ;  M  et  M' les  points  correspondants  sur 
les  deux  courbes;  x, y,  z\  x',y'.  z1  les  coordonnées  de  ces 
deux  points;  u  la  longueur  variable  MM7-,  a,  (3, y;  £,  77,  Ç 


les  angles  que  font  avec  les  axes  la  tangente  et  la  normale 
principale  au  point  M  de  l'arête  de  rebroussement.  Nous 
aurons 


x 


'  =  x  -h  u  cosa,     y'z=zy-\-  u  cos  (3,     z' =  z  -h  «cosy, 


et,  en  diiférentiant  et  remplaçant  dx  par  ctacosa,  dcosa. 

ds 
par  cos  \  —  >  p  étant  le  rayon  de  la  première  courbure,  nous 

P 
aurons 

ds 
dx1  z=.  [ds  -h  du)  cosa  -f-  «  cos$  —, 

P 

(f)  *t    djr'=z  [ds  -h  tffo)  COSp  -+-  «COSïJ  —  5 

p 

r/s'  =  (<&  -f-  du)  cosv  H-  ?/  COsÇ  — • 

P 

Or,  la  tangente  en  M  à  la  ligne  de  courbure  étant  perpen- 
diculaire sur  MM',  on  doit  avoir 

dx1  cosa  H-  dyf  cosp  -4-  dzf  cos 7  ~  o; 

mais,  si  l'on  multiplie  les  équations  (1)  respectivement  par 
cosa,  cosjS,  cos  y  et  qu'on  tienne  compte  de  la  relation 
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cosa  cos£  -f-  cos(3  cosyj  -f-  cosy  cosÇ  =  o,  on  trouvera 

d.r?  cosa  -h  dy'  cosp  -+-  dz'  COS7  =  ds  -+-  du  =.  o, 

et  les  équations  (1)  deviendront 

^  '  *ds 

dx  =  mcosç  — ? 

P 

dy  =  u  costq  —  t 

P 

j  /  ** 

tffe'  —  ttCOSÇ  —  • 
P 

Considérons  la  dernière  de  ces  formules  :  tout  le  long  de 
la  ligne  de  courbure,  z'=o\  donc  cos£=o,  et,  à  cause 

de  la  relation  cl  cosy  =  cos£  —  1  il  vient 

P 

dcosy  =  0     ou     7  =  const. 

Donc  les  tangentes  à  l'arête  de  rebroussement  font  toutes  le 
même  angle  avec  Taxe  des  z  \  donc  l'arête  de  rebroussement 
est  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  dont  les  génératrices 
sont  perpendiculaires  au  plan  de  la  ligne  de  courbure  $  la 
surface  est  donc  un  hélicoïde  développable. 

Réciproquement  les  lignes  de  courbure  d'un  hélicoïde 
développable  sont  des  courbes  planes  situées  dans  des  plans 
parallèles  entre  eux  et  perpendiculaires  aux  génératrices 
du  cylindre  sur  lequel  est  tracée  l'hélice  arête  de  rebrous- 
sement de  la  surface.  En  effet,  si  l'axe  des  z  est  parallèle 
aux  génératrices  de  ce  cylindre,  on  a  cosy  =  const.,  par 

ds 
suite  cos£  =  o,  et  la  formule  dz'=  a  cos£—  donne 

p 

dz'=o     ou     z'=z  const. 
pour  chaque  ligne  de  courbure. 
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Problème  n°  55. 

Démontrer  que  les  trajectoires  des  génératrices  recti- 
lignes  d'un  hélicoïde  développable  sont  des  hélices. 

Prenons  (fig*  ai)  pour  axe  des  z  une  parallèle  aux  gé- 
nératrices du  cylindre  sur  lequel  est  tracée  l'hélice  arête 
de  rebroussement  de  la  surface*,  soit  i  l'angle  constant  de. 

Fig.  ai. 


la  trajectoire  avec  les  génératrices  rectilignes;  conservant 
les  notations  employées  dans  l'exercice  précédent,  nous 
aurons,  en  remarquant  que,  y  étant  constant,  cosf  est  nul, 

ds 

dé  COSa'rr:  (ds  •+-  du)  cosa  -f-  u  —  COsÇ, 

P 

*  '  »   dé  cos|J'  =  (ds  4-  du)  cos|J  4-  u  —  cosu, 

P 

ds*  cosy'  =  (ds  4-  du  )  cosy, 
cos*  =  cosa  cosa'  -f-  cos  p  cos  p'  4-  cosy  cosy', 

et,  en  tenant  compte  des  équations  précédentes, 
(i )  <&*  cos*  =ds-t-  du. 

On  tire  du  reste  des  équations  (i) 


(3) 


/  ds7 

dsr=z  i/  (ds  +  du)*-h  «a  — ; 
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l'équation  (2)  donnera  donc 


fis1 


d'où 


cos'/ {ds  -h  du)1  H-  u7  —  cos*/  =  (ds  -h  du)\ 

P 


ds  -+•  du  —  u  —  cot* 

? 


L'équation  (3)  donne  ensuite 


On  a  donc 


/  /         ds 
dy  =z  u  —  coseci. 

? 


ds  -+■  du 

- —  =  cos/, 


ds' 

et  la  troisième  des  formules  (  1  )  deviendra 

cos  7'  =  cos  7  cos/  =  const., 

ce  qui  montre  que  les  trajectoires  sont  des  hélices  tracées 
sur  des  cylindres  parallèles  à  celui  qui  contient  l'arête  de 
rebrousse  men  t. 


* 
\ 
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Problème  n°  1. 


Prouver  que  V intégrale  V  =  /  —    — • 


x  ^ac(x  -+-  a)  (.r-f-  c] 
peut  s'exprimer  sans  intégrale  elliptique  lorsque  b*=zac. 

Je  fais  un  changement  de  variable;  je  pose  y  = —<> 


et  en  outre  a  =  bk,  et  j'en  déduis,  à  cause  de  la  relation 


f  — • 


j'ai  du  reste 


,1  —  y          _                  ibdy 
x=zb ,      dx=L— ~t 

i+r  h  y y 


.      £'  (*-+-i)2-(*-i)'j; 


et  par  suite 

sjls    p  lydy 


jri)[(*  +  I)._(*_,)»ir.] 
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En  faisant  y*z=.  u,  il  viendra 


v=_-L  Ç  du 


ï 


Sous  cette  forme,  on  voit  que  l'intégration  peut  s'effectuer-, 
elle  s'exprimera  par  un  logarithme  si  c  est  positif,  par  un 
arc  tangentes  si  c  est  négatif-,  dans  ce  dernier  cas,  il  faut 


écrire 


V  = 


—  I       /• du 

^J(,_.)v/(.-.,[(£i)-.]' 


et  l'on  a 


2 

V  = ■ arc  tang 


J  U  —  I 

vpIF" 


En  remettant  pour  u  sa  valeur  en  a:,  on  a 


V=  — 7-7=  arc  tang  1/ -     v  ' 


(^  —  1)  ^^c  V  *(*  +  «)(*+*) 

ou  bien 

2^— a  (b  —  a)Jx 

6~  a  y7— a(ar4-a)(x-f-c) 

Problème  n°  2. 

Si  F(x)  est  un  polynôme  algébrique  de  degré  moindre 
que  n,  on  a 

ÇbY{a:)dx_  1  d-*  f  g-cl 

51  c  n'est  pas  compris  entre  a  et  h. 


r 

I 
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On  a,  en  effet,  par  la  division  algébrique, 

Y(x)       _,        x        T(c) 
— i— '-  =  E  (x,  c)  H '  , 

X  —  C  X  —  c 

où  E(:r,  c)  est  une  fonction  rationnelle  entière  de  x  et 
de  c]  son  degré  par  rapport  à  c  est  du  degré  m  —  i  si  F(x) 
est  du  degré  m\  elle  est  donc  au  plus  du  degré  n —  a. 

Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  précédente 
par  dx  et  intégrons  entre  les  limites  a  et  b  de  xi  nous 
aurons 


rb¥(x)dx      ^,  x      „,  ,  f*    dx  .   x         .  %1 

J      ^r=P(c)  +  F(c)J^    _— =P(c)4-F(c)log 


«  —  c 


où  P(c)  est  un  polynôme  du  degré  n —  2  au  plus.  Nous 
supposerons  que  c  ne  soit  pas  compris  entre  a  et  J;  alors 
nous  pourrons  différentier  les  deux  membres  de  l'équation 
précédente  par  rapport  à  c  et  différentier  sous  le  signe  f$ 
nous  aurons 

rb¥{x)dx        _„  .         d  V  a-cl 

i  (^=p(c)-,-5cLF(c),og*— J; 

Différentions  encore  n  —  2  fois,  et  nous  aurons,  en  remar- 
quant que  Pf"-1)  (c)  =  o, 

rbF(x)dx  1  ^'T .  n      «  —  cl 

Ja     (T3^=..a.. .(!,-.,  5^LF(C,I^Ï^J" 

Si  c  était  compris  entre  a  et  i,  l'intégrale  qui  figure  dans 
le  premier  membre  de  la  dernière  équation  n'aurait  plus 
de  sens. 


T.  —  IUc. 


9 
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Problème  n°  3. 

dx 


Vers  quelle  limite  tend  l'intégrale  définie  I        

quand  a  tend  vers  b,aetb  étant  deux  racines  consécu- 
tives de  V équation  F(x)  =  o,  et  la  fonction  T?(x)  étant 
positive  dans  cet  intervalle? 

Nous  pourrons  faire 

(,)  F(*)  =  (*-a)(* -*)/(*), 

et  la  fonction  f  (x)  sera  positive  quand  x  variera  de  a  jus- 
qu'à b.  Soient  a'  et  a11  les  valeurs  de  x  qui  correspondent 
à  la  plus  grande  et  à  la  plus  petite  des  valeurs  de  la  fonc- 
tion f  (x)  quand  x  variera  de  a  à  b\  la  décomposition  de 
l'intégrale  proposée  en  ses*  éléments  nous  montre  qu'elle 
sera  comprise  entre 

i         Çh  dx  i         Çb  dx 

<W)Ja    lfc-^(*-*)       ^       <JW)Ja    )J  (*  -  a)  [b  -  *) 


Or  on  a 


/ 


dx  \lx —  a 

=  2  arc  tang  --   •-     > 


^[x —  a)(b — x)  ^b  — 

et  Ton  en  conclut 


£ 


h  dx 


w; 


s]{x  —  a)  (b  — x) 
l'intégrale  proposée  est  donc  comprise  entre 


7T  1t 

et 


a1  et  a"  coïncident  avec  a  quand  b  tend  vers  a,  et  Tin 
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tégrale  a  pour  valeur 


tr 


m?) 


Exprimons  f{à)  à  l'aide  de  la 


fonction  F  et  de  ses  dérivées.  Différend  an  t  deux  fois  l'équa- 
tion (i),  nous  avons 

F»(«)  =  _  a/(,)  _4^x_  î±*)/'(.r)  +  (x-  a)(b-x)f-  (*). 
Faisons  x  =  a,  b  =  a,  et  nous  aurons 

Donc  la  limite  de  l'intégrale  définie  proposée  est 


Problème  n°  4. 

On  partage  (Jîg.  21)  la  différence  PoPj  des  abscisses 
de  deux  points  fixes  M0  et  Mt  d'une  courbe  en  n  parties 

Fig.  12. 


égales;  on  demande  de  trouver  vers  quelle  limite  tend 
la  moyenne  arithmétique  des  ordonnées  quand  n  croit 
indéfiniment. 

Soient  x0  et  xt  les  abscisses  des  points  M0  et  Mi ,  y  =f(x) 
l'équation  de  la  courbe,  nh  =  xi  — x0;  la  limite  à  trouver 

est  la  même  que  celle  de  -- — - — ^-^ - — > 


<> 


'     / 
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expression  qu'on  peut  écrire  comme  il  suit  : 

*/(*•) -*- ¥[*•  + h)  •+•  ■  -  ■  -h  y(*t  h-  /?^) 

ou,  en  remplaçant  nh  par  x^  —  x0, 

a?|  —  x# 

mais,  quand  ti  tend  vers  l'infini,  h  tend  vers  zéro,  et  l'on     J 
sait  que  le  numérateur  de  l'expression  précédente  a  pour     ' 

limite  f      f(x)  dx\  la  limite  cherchée  est  donc 

- — -  /    /(*)<**• 

X\  X9  Jx% 

Résoudre  la  même  question  en  supposant  que  ce  soit 
l'arc  M0  Mt  qu'on  ait  divisé  en  n  parties  égales. 

Soit  s  la  longueur  de  l'arc  compté  d'un  point  fixe  A  de 
la  courbe  et  terminé  à  un  point  quelconque  dont  l'ordonnée 
est  y\  la  courbe  étant  donnée,^  sera  une  certaine  fonction 
de  s 

Soient  s0  et  st  les  valeurs  de  s  aux  points  M0  et  M4  ;  en 
raisonnant  comme  précédemment,  on  trouvera,  pour  la 
moyenne  cherchée, 


— !-  -    f  lF(s)ds. 


APPLICATIONS. 

i°  On  partage  le  diamètre  d'une  demi-circonférence 
en  parties  infiniment  petites,  égales  entre  elles  :  quelle 
est  la  moyenne  arithmétique  des  ordonnées  correspon- 
dantes ? 
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Soit  cette  moyenne  M,  R  le  rayon  de  la  circonférence  ; 
nous  aurons 


M=-    I      ydx\ 


mais 


is   /     ydx  représente  le  quart  de  Taire  du  cercle  ou 
;  donc 


M  =  T' 

2°  La  même  circonférence  étant  donnée,  c'est  sa  péri- 
phérie qu  on  divise  en  parties  égales. 

On  aura 

îtR  wR 

M  =  -—    f         rtfj  =  —    I         sin  —  as  = 

*RJo  *Jo  R 

3°  Orc  divise  la  base  d'une  cycloïde  en  un  grand 
nombre  n  de  parties  égales  :  quelle  est  la  limite  de  la 
moyenne  arithmétique  des  ordonnées  correspondantes  ? 

M  = X  ai^e  de  la  cycloïde  = X  Sira* -s=  — « 

27tû  J  2na  2 

4°  Même  question  quand  on  divise  l'arc  au  lieu  de  la 
base. 

lia  longueur  de  la  cycloïde  entière  est  Sa  j  donc 

8a 


M=^X 


yds. 


On  a,  dans  ce  cas,  entre  y  et  s,  la  relation 

8as  —  s* 


y 


~%a~  ' 
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on  en  conclut 

5°  Par  un  des  foyers  d'une  ellipse,  on  mène  des  rayons 

vecteurs  faisant  entre  eux  des  angles  égaux  à  —  \  trouver 

la  limite  de  la  moyenne  arithmétique  de  ces  rayons  vec- 
teurs. 

On  aura  évidemment 


27T 

M  =  —    \       rdO. 


**  Jo 


Soit  /'  = l'équation  de  l'ellipse;  il  viendra 


M 


i  -h  ccosQ 
271        dB  p     />2n  ±dB 


__ p_  r2n dQ     _P   /*2îr 

lit  Jn        l-+-£COsG        n    I 

Jo         {l 


G  .     0 

-f-  c  )  cos2  — h  (  i  —  e)  sin2  - 


On  a 


ido  I  du^l 


G  G  I  G 

(i-htf)cos' — h(i  —  <?)sin2-         f      H-6'  -i- (i —  e)tang2- 


i                       /      /i  — *  G 

= arc  tane  I  i  / tang  -  I  -f-  const. 

Pour  0  =  o,  nous  avons  arc  tang  o ,  que  nous  pouvons 
prendre  égal  à  zéro  \  mais,  pour  0  =  2  7T,  nous  avons  encore 
arc  tango  :  quelle  valeur  faut-il  prendre  cette  fois?  La  ré- 
ponse est  facile  :  la  dérivée  de  notre  arc  tangente,  par  rap- 
port à  0,  est \  elle  est  toujours  positive  :  donc  Tare 

croît  toujours  ^  pour  0  =  7T,  Tare  dont  la  tangente  est  in- 


-i 
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finie  doit  donc  être  pris  ici  égal  à  -9  et  enfin,  quand  nous 

arrivons  à  l'arc  dont  la  tangente  est  nulle,  nous  devons 
donner  à  cet  arc  la  valeur  n  -,  nous  avons  donc 

M  =  -;=£=  =6; 


v7^ 


é* 


M 


CODSt. , 


la  moyenne  cherchée  est  donc  égale  au  demi-petit  axe  de 
l'ellipse.  «_, 

6°  On  divise  le  grand  axe  de  l'ellipse  en  n  parties 
égales  :  quelle  est  la  limite  de  la  moyenne  arithmétique 
des  rayons  vecteurs  correspondants? 

=.  —     /  rdx. 

oc  étant  l'abscisse  comptée  du  centre  ;  on  a 

ex  f*  ex* 

r  =  a 9        I   rdxz=.ax 

a         J  2a 

rdx  =  2  « *,       M  =  a  ; 
la  limite  cherchée  est  donc  égale  au  demi-grand  axe. 

Problème  n°  5. 

• 

On  considère  une  courbe  fermée  et  un  point  O  dans  son 
intérieur  ;  on  partage  le  périmètre  de  la  courbe  en  un 
très -grand  nombre  n  de  parties  égales.  Soient  N  l'un  des 
points  de  division,  p  le  rayon  de  courbure  en  ce  point, 
p  la  distance  du  point  O  à  la  tangente  en  N.  On  demande 
de  trouver  la  limite  de  la  moyenne  arithmétique  des  va- 
leurs du  rapport  —  quand  n  croît  indéfiniment. 
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Soit  /  le  périmètre  de  la  courbe;  nous  aurons 


M 


7j> 


l'intégration  s'étendant  tout  le  long  du  périmètre;  dési- 
gnons par  a.  l'angle  que  fait  la  normale  au  point  N  avec  Ox; 


ds 


à  cause  de  la  relation  p  =  — -  >  nous  pourrons  écrire 


d% 


M 


\fpdK. 


Considérons  [fig-  a3 )  la  courbe  comme  l'enveloppe  de 

Fïjy.  a3. 


ses  tangentes;  l'équation  de  la  tangente  est 


.rcosa  -f/sma  =p\ 


en  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  a,  nous  aurons 

dp 

—  x  sm  a  +  r  cosa  =  -j-  y 

doc 


et  Ton  voit  sur  la  figure  que  — .rsina 
Les  équations  précédentes  donnent 


j-cosa  =  NP, 


dp   . 
x  =  p  cosa  —  ~  sin  a, 

da. 

dp 
r  =p  sin  a  -+-  -7-  cosa, 

da 


EXERCICES  .SUR    LE    CALCUL    INTÉGRAL.  iZj 

et  l'on  en  déduit,  par  différentiation, 

dx  =  —  (  p  h — -Ç  )  sin  ada.  =  —  c&  sin  a, 

dy  •=■+■[  p  -i-  —Ç  )  cosa*/a  =  H-<&cosa. 


On  a  donc 


*=lP +  ?$)**'' 


doc 

eu  intégrant,  il  vient 

Si  Ton  intégre  tout  le  long  de  Ja  courbe,  -y-  =  NP  reprendra 
la  même  valeur }  on  aura  donc 

/  =fpd* 
et  par  suite 

M  =  i; 

la  limite  cherchée  est  égale  à  l'unité. 

Problème  n°  6. 

On  donne  une  courbe  fermée  dont  on  partage  l'aire  en 
n  parties  égales  par  des  parallèles  aux  axes  des  x  et 
des  y  $  on  joint  un  point  de  chacun  de  ces  éléments  à  V ori- 
gine des  coordonnées;  soient  rl5  /*,,...,  rn  ces  rayons 
vecteurs  :  on  demande  la  limite  vers  laquelle  tend  la 
moyenne  arithmétique  de  ces  rayons  quand  n  croît  indé- 
finiment. 

Il  faut  trouver 

M  =  lim : =  Jim - —  ; 

n  nXvàjr 
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mais  le  numérateur  de  cette  dernière  fraction  a  pour  limite 
l'intégrale  double  ffrdxdy,  étendue  à  tous  les  points  si- 
tués à  l'intérieur  de  la  courbe  donnée,  nAxAy  a  pour 
limite  Taire  S  de  cette  courbe  $  nous  ayons  donc 


=iff 


M=r~    /    I  rdxdy 


ou,  en  coordonnées  polaires, 


M 


=  i    i  Lr'drdO. 


On  peut  effectuer  l'intégration  par  rapport  à  r.  Soient  6' 
et  0ff  les  limites  extrêmes  de  6  :  pour  chaque  valeur  de  0,  il 
faudra  intégrer,  relativement  à  r,  de  r;  à  r",  r*  et  rn  dési- 
gnant deux  fonctions  de  0  -,  la  limite  cherchée  sera  donc 

i  r6" 

M=~  [r''*  —  r'*)dO. 

4  Jb' 


APPLICATION. 


La  courbe  est  une  circonférence  et  l'origine  des  rayons 
vecteurs  est  sur  la  circonférence. 

On  a,  dans  ce  cas, 

j'=o,     r//=2«cos0. 


7T 


Relativement  à  0,  on  peut  intégrer  de0  =  oà0  =  -  et  dou- 
blerle  résultat  ;  on  trouve  donc 


7T 


3*«Vo  3w  Jo    \4  4       / 
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l'intégrale  indéfinie  est 

i.3 

—  sin  3  6  -+-  -7  sin  0  ; 
12  4 

l'intégrale  définie  est,  par  suite,  égale  à  -;  donc 

o 

M  = • 

9* 

Problème  n°  7. 

On  considère  le  volume  limité  par  une  surface  fermée, 
on  le  -partage  en  n  parties  égales  par  des  plans  parallèles 
aux  plans  coordonnés,  on  joint  un  point  de  chacun  de  ces 
éléments  à  l'origine  des  coordonnées  :  on  demande  la 
limite  vers  laquelle  tend  la  moyenne  arithmétique  de  ces 
rayons  quand  n  croît  indéfiniment. 

Il  faut  trouver 

M^lim',"^"h"-H~r,> 

n 

..      rt  A.rAj'Az  -f- .  .  .H-  r„A.rAjrAs 

wA-rAj-Az 

Soit  V  le  volume  du  corps,  on  aura 

m  —  -  , 

en  prenant  des  coordonnées  polaires,  il  vient 

M  =  ^    f  f  Cr*drsm9dQd^=  ~    f  /"(r^—  r")  sinOrfÔ^f 

en  désignant  par  rf  et  rf/  les  limites,  fonctions  de  0  et  t|/, 
entre  lesquelles  il  faudra  intégrer  par  rapport  à  r. 
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Problème  n°  8. 
Trouver  la  valeur  de  l'intégrale  définie 


x 


*-*,U„U„rf.r, 

00 


Umet  UM  étant  les  polynômes  définis  (p.  25),  à  l'occasion 
de  la  dérivée  d'ordre  n  de  la  Jonction  e~x*. 

On  a  posé 

dner* 


dxn 


—  e-*'\Jn. 


Si  donc,  dans  la  fonction  e~"xï,  on  remplace  x  par  x  -f-  A, 

et  qu'on  développe  par  la  série  de  Taylor,  le  coefficient  de 

hn 

sera  e~x*Un  -,  ainsi  Ton  aura 


I  .  2  ....  72     . 

ou  bien 


(  i  -f-  -Uh U,+  .  .  .  ) 


er-^-*J=  i  4-  -  U,+  —  U,-h  .  .  . . 

I  I  .2 

On  aura  de  même,  en  remplaçant  h  par  A:, 

*-**-*■=  i  -f  - U,  +  —  U,+  . . . . 

I  I  .2 

Multipliant  membre  à  membre  les  deux  équations  précé- 
dentes ,  il  vient 

^^1.2...  m    1.2...  72 

m  et  n  pouvant  dans  le  second  membre  recevoir  toutes  les 
valeurs  entières  et  positives;  je  multiplie  les  deux  membres 
de  l'équation  précédente  par  dx,  et  j'intègre  de  x  = —  oo 
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à  oc  =  -j-  oo  ,  ce  qui  me  dorme 


141 


J GO 


<?-(*+A+*)V-r 


£àâLà1  .2. .  .m  i  .2.  .  ,n  j__ 


00 


e-**U„LW.r. 


00 


Or,  en  posant  x-\-  h  -\-  k  =  t,  on  a 


/-hoo  /»-t-oo 

-00  t/ —  00 


Nous  avons  donc 

(  i  )     S* é»  =  >   > /  c-**T3mVndx. 

Cette  équation  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  h  et  k\  or  le 
premier  membre  ne  dépend  que  du  produit  hk  \  il  doit  en 
être  de  même  du  second  ;  donc  tous  les  termes  de  ce  second 
membre,  dans  lesquels  m  est  différent  de  ti,  sont  nuls-, 
ainsi  nous  trouverons 


/-h  00 
-00 


erx%\}m\]ndx  =  o, 


quels  que  soient  les  entiers  m  et  h,  pourvu  qu'ils  soient 
inégaux. 

Réduisant  le  second  membre  de  l'équation  (î)  aux  seuls 
termes  dans  lesquels  m  =  /?,  il  viendra 

Or  le  développement  du  premier  membre  est 

^  1  .  2  .  .  .  72  ' 
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il  doit  être  identique  au  second  membre  ;  nous  aurons  donc 
Y     1.2.  .  .n        (i  .2.  .  ./i)v_x 


doù 

00 


J  r*!ÏJi^=  2.4.6.  . .  insjn, 

J —  00 

Problème  n°  9. 
Trouver  la  valeur  de  l 'intégrale  définie 


/. 


sma 

dx. 


'_        1  —  2.x  cosa  -J-  xa 
Soit  posé 


""*" f  sma 


2.rcosa  -+-  x7 


dx 


on  voit  d'abord  que 

/(a  +  ir)  =  -/(a); 

on  a,  en  effet, 


/-f-i 


sma 

;«-»; 

2jrcosa  +  .r2 

si,  dans  cette  intégrale,  on  pose  x  =  —  a/,  elle  deviendra 

-f_,  .+2/IL+,"*'==-/(a>i 

on  a  donc 

/(«  -f-  tr)  =  -/(«),     /(a  -4-2tt)=  -/(a  -f- tt)  =/(«),.... 

La  fonction  /(a)  est  donc  périodique,  et  il  suffit  d'obtenir 
sa  valeur  quand  a  est  compris  entre  zéro  et  tc.  Faisons  la 
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substitution  suivante  : 

(1)  x — cosa  =  usina, 

d'où  nous  déduirons 

sina 


(») 


/ 


I  —  HXCOSCL  •+■  X1 

sina 


_             du 
dx  = .1 


1  —  2 x  cosa  -+-  x 


1  -f-  u1 
-dx  =  arc  tang  u  -f-  const.  ; 


pour  x  =  —  1 , 


1  H-  cosa 


u 


sina 


a  /a        ir\ 

-cot-  =  ta„g^--j: 


pour  .r  =  H- 1 , 


m 


I  —  cosa  a 

— : =  tang-; 

sina  °2 


la  dérivée  de  arc  tang  u  est  positive,  d'après  la  formule  (  2  )\ 
ainsi,  x  variant  de  —  1  à  -f-  1  ?  arc  tangu  doit  aller  en  crois- 
sant d'une  manière  continue  5  donc ,  si ,  pour  x  =  —  1 , 


7T 


*M.      *  ' 


nous  prenons  u  = *  quantité  négative  ;  pour  x  =  4- 1 , 


a 


nous  devrons  prendre  u  =  ->  quantité  positive;  il  en  résultera 

Je 


/.: 


sina 


I  —  7.x  cosa  -f-  -a?3 


*/.r  =  — • 


,   tr 


Ainsi  la  fonction  f(ot.)  {fig*  %4 )  est  égale  à  -  pour  a 

J» 


Fig. 

24- 

y 

u 

N     91 

*        *• 

! — î 

0 

1 

a 

M'         ? 

r     ' 

compris  entre  zéro  et  rc,  à pour  a  compris  entre  7T  et 
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arc,  à  H —  pour  a  compris  entre  arc  et  3rc, .  .  .•,  si  donc, 

prenant  a  pour  abscisse,  on  construit  le  lieu  y  =y*(a),  il 

se  composera  des  droites  MN,  M'N',  JVT'N", 

11  est  facile  d'obtenir  une  expression  en  série  trigono- 
métrique  de  la  fonction  y  (a  )  $  il  suffit,  en  effet,  de  partir  de 
ce  développement  connu 

sina  .  .  . 

-  =sina  +  xsm2a  -+-.*asin3a  -\- .  . ., 

'7 


I  —  7.x  cosa  +  # 

et  de  remarquer  qu'on  a 


X 


.l^aXZZZO        OU        = y 


suivant  que  n  est  impair  ou  pair  pour  arriver  à  ce  résultat 


/(a)  =  2  f  sina  +  ^  sin  3 


a  -4-  ■=  sin5a  -h. . .  ) . 


Il  resterait  toutefois  à  établir  la  convergence  de  la  série 
ainsi  obtenue. 

Ce  qui  précède  est  extrait  presque  textuellement  d'une 
Note  de  M.  Hermite  publiée  dans  le  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques,  rédigé  par  M.  Darboux,  t.  I,  p.  322. 

Problème  n°  10. 

Calculer  la  longueur  S  d'un  arc  M'M"  de  cjcloïde  en 
fonction  de  la  somme  des  longueurs  V  et  ln  des  tangentes 
M'T  et  M"T  en  M'  et  M"  et  de  leur  angle  a. 

Prenons  les  équations  de  la  cycloïde  sous  la  forme 

x  =  a(y  —  sin«p),     y  =  a{\  —  cosy), 

et  désignons  par  cj/  et  (f"  les  valeurs  de  (f  qui  répondent  aux 
poinls  M'  et  M",  dont  les  coordonnées  seront  od fyi \  a/fy,f. 
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JVoos  aurons 

/      ?'            *"\      •"— ç' 
S  =  4  a  (  cos  -  —  cos  —  )  9     I —  =  a  ; 

^      \  2  2  /  2 

les  équations  des  tangentes  en  M'  et  M*  peuvent  s'écrire 

r  sin x cos  —  =  2«  sin  ' a©  cos  *-» 

2  2  2  T         2 

J"  m"  m"  m" 

y  sin x  cos  —  =  2  a  sin a  ©"'cos  —  • 

2  2  2  T  2 

Résolvant  ces  deux  équations,  on  aura,  pour  les  coordon- 
nées xt  etjri  du  point  de  concours  T  des  deux  tangentes 

a:  sin? L  =  —  a©"  sin  —  cos  —  H-  a*'  sin  —  cos  -  > 

2  T         2        2  T         2         2 

a '  _* /  /         0 

Tisin  - —  =  2*  sin —  —  a[*" —  ©M  cos  —  cos  — • 

J  1  2  NT        T  '        2         2 

On  calculera  les  longueurs  /'  et  /"  par  les  formules 

/'  sin  —  =  .r,  —  a/,     l*  siû  —  =  x"  —  xx , 
2  2 

et  l'on  trouvera,  après  quelques  réductions, 


/'=2û|         cos cos  — 


y  —  y 

2  2      .     ©    —  © 

sin1 - 


©  — .  «p 


©"  ©' 

/"=  2a I    —  COS  —  4-  cos  — 


2  2      .     ©"-©'     " 

sini i- 


d'oii 


/' -+-  /"=  2 a  (  cos cos  —  )  I    IH- 


/  ,    ,// /_?        ?   \  /    .   ,  2 


2  2/1  .    ©"  —  ©' 

%  sin  — - 


T.  —  Bec. 
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i 

et  Ton  en  déduit,  en  introduisant  S  et  a, 


Sr= 


a 

1-4-  -r 


sma 


Problème  n°  11. 

On  considère  une  courbe  et  un  point  fixe  O  •,  de  ce  point 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  toutes  les  tangentes  de 
la  courbe;  le  lieu  des  pieds  de  ces  perpendiculaires  est 
une  nouvelle  courbe  sur  laquelle  on  opère  comme  sur  la 
première;  on  continue  ainsi,  et  Von  obtient  la  série  des 
podaires  de  la  courbe  proposée  relativement  au  point  O  ; 
on  demande  d'exprimer  les  différentielles  des  arcs  de  ces 
courbes  à  l'aide  des  quantités  relatives  à  la  proposée. 

Soient  (fig*  a5)  M,  Mt,  Ms,. . .  la  suite  des  points  dé- 
finis précédemment  \  Vn  V8,  Vs,...  les  angles  OMM, -, 
OM,M8,  OM8M8, . . .  \  tous  ces  angles  sont  égaux  entre  eux 


[voir  Frenet,  p.  i45).  Représentons  par  0  =/(/•)  l'é- 
quation de  la  courbe  proposée,  et  nommons  rM  6t }  /•,,  0t  ;. . 
les  coordonnées  des  points  M15  Ms,. . . .  Nous  aurons 

tangVn=  -i— ?  =  tangV; 
<trn 

ainsi  nous  arrivons  à  cette  relation  simple 

dBn         dB 

y  ___  — —  /•  __  • 

n  drn  '        ilr 
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D'autre  part,  nous  ayons 

/•i  =  rsinV, 

r,=  r,  sinV,  =  rsin'V, 


(i)  rnz=  rsin"V; 

dr  di* 

Ja  formule  cosVn=  -r^  =  cosV=  —  nous  donnera 

ftsm  ds 


(2)  dsn=drH^  i+-^t- 

Il  ne  nous  reste  qu'à  substituer  dans  cette  expression  de 
dsn  la  valeur  de  rn  tirée  de  l'équation  (1),  en  tenant  compte 

rdQ 

delarelationsinV= :  prenons  /•  pour  variable 


V' 


dr* 
indépendante,  et  nous  aurons 

d'9       ,  ^19  dO* 


nr  — h  (  n  -h  1  ) h  /**  -— 

,.„.,-•        dr>         {             }  dr             d,*     , 
r&„=  (  —r-  1        — rdr. 


"•= (?r 


Prenons  comme  exemple,  pour  la  courbe  proposée,  une 
circonférence  de  rayon  a,  le  point  O  étant  sur  cette  cir- 
conférence^ nous  aurons  pour  équation  de  cette  circonfé- 
rence 

rznia  cos  0  ; 

un  calcul  facile  donne 

dsn  =  2  {n  H-  1  )  a  cos" BdO. 

Si  Ton  veut  trouver  la  longueur  de  Parc  de  la  nieme  courbe, 
qui  correspond  aux  valeurs  de  0  comprises  entre  zéro  et  -> 

10. 
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on  auia 


7T 


/  \      r2      -a»a  2.4.6. .  An  —  t)  (n  -4- 1) 

snz=i(n-h\)a   I      cos"0</0  =  2 — 2 — £ — -a. 

J0  3.5.7.  "n 

Si  n  est  impair  et  si  n  est  pair, 

c  I.3.5.  ..(n  —  i)(/i  +  i) 

2.4  •£>.  .  ./z 

Dans  ce  cas,  on  peut  trouver  facilement  l'équation  de  la 
nième  podaire  ^  on  a  en  effet 

tang  V  =  —  cote,     V  =  -  -4-  0, 

0»=(/i  H-*i)0,     rn=  rcosBÔ  =  2acos("+1>0, 
d'où 

(  °«    Y 

rnz=  2a[  cos 1 


IH-I 


Remarquons  encore  le  cas  de  l'hyperbole  équilatère,  le 
point  O  étant  le  centre  de  cette  hyperbole,  dont  l'équation 
sera  par  conséquent 

^0082  0=  a}\ 

on  trouve 

V  =  -  —  20,     0„=  —  (a«  —  i)0,     ra=a(cos2Q)"~'*' 

par  suite,  l'équation  de  la  podaire  riime  est 


m— 1 


rnz=  a[  cos  - 


20n     \     ' 
/*  — ij 


La  longueur  de  Tare  de  cette  courbe  ne  dépend  que  des 
intégrales  elliptiques. 


i 
I 
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Problème  n°  12. 
Calculer  la  longueur  de  la  courbe  qui  a  pour  équation 

4(*»-f-j«)  —  a}  =  3aVT. 
Cette  équation  peut  s'écrire 

4*»=  (a^  -  r  *)(«'  + v')1- 

Nous  voyons  ainsi  que  la  courbe  se  compose  de  quatre  par- 
ties égales  à  celle  située  dans  l'angle  des  coordonnées  posi- 
tives, et  que,  pour  cette  dernière,  y  est  compris  entre  zéro 

et  a.  Cherchons  -r- =  l/iH — —  î   après   des  réductions 

dy        y  dY 

faciles,  nous  trouverons 


d'où 


On  peut  intégrer,  car  y  'est,  à  un  facteur  constant  près,  la 

différentielle  de  a3  — y*  ;  on  obtient  ainsi 

* 

s  = a3  Va3  — y*  -f-  const.; 

faisant^-  =  a,  puis  ^  =  o  et  retranchant  le  second  résultat 
du  premier,  on  a  pour  le  quart  de  la  longueur  de  la  courbe 

—  ;  la  longueur  entière  est  donc  égale  à  6a. 
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Problème  n°  13. 


Trouver  l'aire  de  la  courbe  x*n-hyin  =  a*(xy)n~\ 
n  désignant  un  nombre  entier  positif. 

Posons  y  =  tx,  t  étant  une  variable  auxiliaire;  nous 
aurons 


d'où 


n — i 
t   a 

x  mu  a  — ? 

sji  +  t* 

t  » 

/i  +  r 


in 


Si  n  est  pair,  t  doit  être  positif;  la  courbe  se  compose  de 
deux  parties  égales  situées,  Tune  dans  l'angle  xOy,  l'autre 
dans  l'angle  x*Oyf .  Pour  t  =  o,  x  et  y  sont  nuls;  la  courbe 
part  de  l'origine  où  elle  est  tangente  à  Ox,  t  variant  de 
zéro  à  -f-  oo  ,  on  a  une  boucle  revenant  à  l'origine,  tangente 
à  Oy.  La  courbe  se  compose  donc  de  deux  boucles  égales  ; 
il  y  en  aurait  quatre,  si  n  était  impair. 
Soit  u  Taire  du  secteur  OMA  \  on  a 

Y  à9  F*~l 

2.duz=z  xdy  —  y  dx  =  x2d  —  =  x^dt  =z dt. 

x  i  -f-  tin 

On  aura  donc 

/»oo    ,„_,             a%    /.oo      dt« 
2uz=a2l       -dt=i—    I       — r-. 

Jo     l  +  '*  n  Jo     l  +  C1)* 

Or 

arc  tangt"  -h  const.  ; 


Z1     dt*       __ 

J7T{p?- 
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ou  en  déduit 


i5i 


X 


oo 


dtl 


—  * 


\-\-{v*y     2 


2tt  = 


in 


ira1 


donc,  si  n  est  pair,  Taire  de  la  courbe  sera  ^-  ;  elle  sera 

r  2/1 

—  si  n  est  impair. 

Soit  ON  (fig.  26)  le  rayon  vecteur  maximum;  on  trouve 

Fig.  26. 


ON  =  a-,  donc  Taire  de  la  courbe  est  la  nniime  partie  ou  la 
nième  partje  de  Taire  du  cercle  dont  le  rayon  est  ON. 


Problème  n°  14, 

Un  cône  et  un  paraboloïde  [fig*  27)  de  révolution  ont 
même  sommet,  même  axe,  même  base;  on  considère  une 

Fig.  37. 


sphère  décrite  sur  leur  axe  comme  diamètre ,  on  demande 
de  trouver  le  volume  compris  ento*e  les  trois  corps* 
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En  désignant  par  a  le  demi-angle  au  sommet  du  cône, 
par  R  le  rayon  de  la  sphère,  les  équations  du  paraboloïde 
et  de  la  sphère  seront 


xt-hy*=  2Rztang'a, 


x*-\-  y*-\-  z*=  2Rz. 


Prenons  des  coordonnées  polaires,  et  les  équations  de  nos 
trois  surfaces  deviendront 


0  = 


a, 
2RCOS0 


r  - 


.  ,A    tang'a, 

=  2RCOS0, 


cône, 

paraboloïde, 

sphère. 


On  voit  (fig.  28)  que,  si  tang'a  est  plus  grand  que  1, 
le  rayon  vecteur  du  paraboloïde  sera  toujours  plus  grand 

Fig.  28. 


que  celui  de  la  sphère 5  si,  au  contraire,  tang'a  est  plus 
petit  que  1 ,  le  rayon  vecteur  du  paraboloïde  ne  sera  plus 
grand  que  celui  de  la  sphère  qu'autant  qu'on  aura 

tang*  a  >  sin5  0     ou     tang  a  >  sin  0  ; 

il  y  a  donc  deux  cas  à  considérer  : 

i°«>  j\  c'est  le  cas  de  la  fig.  i\  le  volume  dont  on 
cherche  la  mesure  est  engendré  par  la  partie  ombrée  de 
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estte  figure;  0  varie  de  a  à  -»  et, pour  des  valeurs  données 


2 


A     t\  I  1  Tfc  *    *    2R.COSÔ  , 

de  0  et  u/,  r  varie  de  2R  cos0  a  — : — —  tanfifa;  nous  aurons 
T'  sin'O  °     ' 

donc 

— r-rr-  tang*a 

Js*itz  n  2  /»  sm*0 

f       <ty    /      sinÔrfO  I  r»rf/; 

0  */a  «/aRcostf 

on  en  tire,  en  effectuant  deux  des  intégrations, 


V  = 


l6irR3    r1 


f'— (a*--)*' 


l'intégrale  indéfinie  relative  à  0  est 

tang*a  /    2  1     \       cos40 

on  obtient  sans  difficulté 

V  =  ■  (tangua  —  cos4a), 

expression  qui,  pour  a  =  ^->  est  égale  à  7rR8. 

20  a  <^j  :  c'est  le  cas  de  la.  Jlg.  2;  le  volume  dont  on 

s'occupe  est  engendré  par  la  révolution  delà  partie  ombrée 
autour  de  Oz.  Soit  sindi  =  tanga;  nous  aurons 

aRcos0 

sinôrfô  1  t4*//-, 

a  «ZaRcosl 


V=r 


a 

i6ttR8  r9* 


/      cos3ô    -  .  ° sinô) 

Joe  \  sin'0  / 
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On  trouve,  en  achevant  les  calculs, 

V  =  tang6a(cos4a  -4-  3  cos'a  —  i),~ 

expression  qui,  pour  a  =  j>  se  réduit  bien  aussi  à  rcR8. 


Problème  n°  15. 

Trouver  la  valeur  de  l'intégrale 
y=   i    i  drdS 


JJ  vV- 


étendue  à  tous  les  points  situés  à  l'intérieur  de  l'el- 
lipse 

x2         y2 
a2        o2 

Je  prends  des  coordonnées  polaires,  en  faisant 

.rr=rcos0,     j  =  rsinôi 

a1  b2 
pour  chaque  valeur  de  0,  r*  variera  de  o  à   -  .  ,A j- — — ; 

e?.r  rfy  doit  être  remplacé  par  rdr  dQ\  j'aurai  donc 

ab 

2Tf         Wa'sin'tf-h^cos'fl  -.^ 

V: 


O  «/O 


o  Jo  \J(t*+a2— b2)*— 4(a'—^)r,cos2ô 

Or 

rdr 


/; 


-tf 


y/[r»  _+.  (a> __  b2)  (i  —  2  cos20)]2 -4-  4 (a2  —  A»)1  sin*0  cos26 
=  -log|>2 -+•(«'  —  *')(i  —  2Cos'ô) 


-+-  ^(r2 -f-  o'—  6')'  —  4 (*»—  £*)/*  cos2Ôj. 
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Eu  substituant  à  la  place  de  r*  ses  deux  limites,  on  trouve, 
après  quelques  réductions, 

v      •    r5"^!      /,«,sin»0-l-é»cos,6\      i    /•»",      .  .  tliM 

V=;J0  *elog(4 — *-»    r~J0  l^am0d9' 

Or  on  a  (voir  Freket,  p.  a85) 


d'où 


JC2                              * 
}      log    sin  QdQ  = log  2, 
o                                      2 

J'     log    sin*ô*/0  =  —  irlog2, 
o 

'       log    sin2  0  </0  =  —  4  «  log  2, 
0 

/»33T 

/     iog4       </o  =  4*1052, 

I/O 

log4siQ*ôrfO  =  o; 
o 


il  restera  donc 


1    C       -1      /,ûasinaô-4-  fc'cos'O 
V  =  -    I         <f0  log  [  4 r  — ; 

mais,  en  posant  ef  •*/"*  =  z,  il  vient 
-  à} sin'O  H-  b2 cosa0       a-\~  b  [         a  —  b\(         a—  b       \ 

4 ^zr^ =  a-=-b[1-7Tbz)[l-7TJs~T- 

le  module  de =■  z  est  égal  à  =•»  comme  celui  de 
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12_15  ces  modules  sont  donc  plus  petits  que  i}  on 

pourra  donc  développer 

suivant  les  puissances  de  z,  en  séries  convergentes  -,  faisant 
ces  développements ,  remplaçant  z  -f-  z""1  par  2  cos  2  0 , 
zt-+-z~*  par  2  cos  4^,  • .  • ,  nous  trouverons 


log(4 i?=rïî ) 


a  —  b\* 

a-\-  b  a  —  b  \a^bl  . 

log .  —  2    r  cos  2  0  —  2  — COS4  0  —  .... 

10  a  —  b  a  -h  b  2  ^ 


Multiplions  par  d0,  intégrons  de  zéro  à  2  7r  en  remarquant 
que 

Jf»2îr  /»a?r 

COS20*/0  =  O,  I  COS40^=O, 

O  t/O 

et  il  viendra  finalement 

a  -+-  b 


V=7rlog ^  . 

a  —  b 

telle  est  la  valeur  de  l'intégrale  cherchée. 

Problème  n°  16. 
Trouver  la  valeur  de  V intégrale  1  —  étendue  à  tous 


/?* 


les  points  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  représenté  par 
V  équation 


x1      y7       z 


i 


1 =  1 

a'        b*        c*         ' 
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rfS  représentant  un  élément  de  la  surface  et  P  la  distance 
du  plan  tangent  à  cet  élément  au  centre  de  l'ellipsoïde. 

Soit  V  l'intégrale  cherchée  •,  on  a 

*dx  dy  v'i  -4-/>*-f-  q1 


=fp 


Or  l'équation  de  l'ellipsoïde  donne 


c2x  c2y 


d'où  l'on  tire 


C*        /.r*  y*  z2 


On  a  du  reste 


x2       y2       z2 
y  7*  "*"  ^  "*"  ? 


il  viendra  donc 


T-'//(5+£+5)* 


4r 

> 


ou  bien,  en  remplaçant  z  par  sa  valeur  ci  /  i —  '—  —  ~. 


c'—  a2    .      ca— 6»   . 

H a:1  H : Y2 


J  J     ^-  5  -  ? 

"Fixons  les  limites  des  intégrales;  l'intégration  doit  s'étendre 
à  tous  les  points  compris  à  l'intérieur  de  l'ellipse  dont  l'é- 

X2  Y2 

quation  est  —  H-  —  =  i -,   a:  variera  de  — a  à+a,   et, 
pour  chaque  valeur  de  j?,  jr  variera  de  —  b i/  i j  à 
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-f-  b  l/  1  —  '— -,  on  peut  réduire  ces  limites,  pour  x  à  zéro 

et  rt,  pour  y  à  zéro  et  b  i/  1 -,  pourvu  qu'on  multiplie 

par  4  Ie  résultat  obtenu;  il  faudra  encore  le  multiplier 
par  1  pour  tenir  compte  de  la  moitié  de  la  surface  située 
au-dessous  du  plan  des  xy  ;  nous  aurons  donc 


,       V        a  c'—a1    .      c'— A' 


!>î 


v=-l    <i,    1  « — *; 


/  .r2         y* 

pour  intégrer  par  rapport  à  y,  nous  poserons 

d  variera  de  zéro  à  -»  et  il  viendra 

'  2 

V=—  dx   / 

x  L' +  Sr"  +  ~¥-  [l  ~  7?)  sin>Jrff * 

En  remplaçant  sinf<j>  par  \ —  jcos  2<p,  on  trouve  que  l'inté- 
grale indéfinie  relative  à  cp  est 

l'intégrale  définie  est 

il  nous  faut  maintenant  multiplier  cette  quantité  par  dx,  et 
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intégrer  entre  les  limites  zéro  et  a,  ce  qui  n'offre  aucune 
difficulté-,  nous  obtenons  ainsi 

4     ft'c-'-t-c'a'-t-a'A' 
3  abc 

Problème  n°  17. 
Calculer  l'aire  de  la  surface 


=  arc  sm  I ) 

\    2         2     y 


comprise  entre  les  plans  x  =  x0  et  x  =  xt  •,  montrer  quen 
cliaçun  des  points  de  cette  surface  les  rayons  de  courbure 
principaux  sont  égaux  et  de  signes  contraires. 

Il  s'agit  d'évaluer  l'intégrale  double 

<"      s=/JV-(£)'+  ($)'** 

étendue  à  toute  cette  partie  du  plan  des  xy  comprise  entre 
les  droites  x  =  x9  et  x  =  x^  sur  laquelle  se  projette  la 
surface.  Nous  allons  faire  un  changement  de  variable*, 
posons 

(2  =X,      =Y. 

v     '*  2  2 

Nous  déduirons  d'abord  de  là 

(3)        ï±fl  =  <TTx>,    ï±fL  =  jTTY>, 

et,  en  différentiant  les  formules  (2), 

^4)  dx=z— ==»        dy  —  —  * 

4;  V/H-X'        ^       Vi  +  T»' 
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l'équation  de  la  surface  deviendra 

z  =  arcsin(XY); 


on  en  tire 


dz  Y  dz 


rfX      y/i  — XaYl      <*Y      /nrx'Y1' 

on  a  ensuite 

dz         dz    dx               i         dz 
dX       dx  dX       ./, x2  ^x 

d'où 


<fc  ; —  dz         Yv/i+X1  afc        Xi/i  +  Y1 

7  =  Vi  +  X7y  =  7==     et     -7-=    ,  =» 

rf.r  rfX        ^i  —  X'Y*  <T        v/i— XaYa 


d'où 


On  sait  que,  dans  le  changement  de  variables,  dxdy  doit 
être  remplacé  par 

\dXdY      dY  dx)  ' 

ou  bien,  comme  x  ne  contient  pas  Y  et  que  y  ne  contient 
pas  X,  on  aura  simplement,  en  remplaçant  dans  l'expres- 
sion (i)  le  radical  par  sa  valeur  (5), 


J  J  dXdY        ^,  _  X'Y2 
remplaçons  —  et  —  par  leurs  valeurs  (4),  nous  aurons 
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simplement 


s  =  f  r^jHL 


Voyons  (Jig.  29)  quelles  sont  les  limites  de  nos  nouvelles 


variables;   d'après  la   nouvelle  expression  de   s,  on  voit 

qu'on  doit  avoir 

-i<XY<i; 

le  point  XY  doit  donc  être  compris  entre  les  hyperboles 
qui  ont  pour  équations  XY  ~  1  et  XY=  — 15  pour  chaque 

valeur  de  X,  Y  variera  de  —  —  à  -H  ^,   enfln  X  variera 

A.  A. 

de  X0  à  Xl9  ces  valeurs  étant  définies  au  moyen  des  données 
par  les  îonnules 


X0  = 
nous  aurons  donc 


<?*.—  er* 


cfi  —  er* 


X 


Or 


/ 


Jx.        J     1    vi-xa 


:  ~  —  aïe  smXY  H-  const.; 

V^i  — X'Y2       X 


T.  —  Bec. 


I  I 


l62  DEUXIÈME    PARTIE. 

donc 


+i 


J     ,     i/i  — X2Y*       X  A       X  ^X. 


ou  bien 


S  =  it  loff 


e**  —  c~~s9 


• 


Pour  résoudre  la  seconde  partie  de  la  question,  il  nous 
suffit  de  montrer  que,  pour  tous  les  points  de  la  surface, 
on  a 

(6)  (i  +  (/*)r+(I+/,,)/  —  2pqs=0. 

Nous  avons  déjà 


P=  ~^L 9     q—    . =  ; 

y/i  — XaYa  )/i  —  X'Y» 

différentions  ces  formules,  et,  dans  les  premiers  membres, 
remplaçons  éfcr  et  rfy  par  leurs  valeurs  (4),  nous  trou- 
verons 

r       JJL+  -r=L=dY 


y'i-r-X1  i/i+Y* 


XY('+T')        JX  +     ^,+X\rfY, 


y/,  +X'(i  —  X'Y')T  (i-X'Y')T 


*       dX±-JL=dY 


v/i+X'  v/l+Y1 


^'+Y^X  +         XY^1+X>)      ,rfY, 


(i  —  X'Y3)2  y7!-!- Ya(i  —  X*Y2)* 
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d'où  l'on  tire 

XYfi  +  Y»)  s/T+X'JTTyï  XYfi-f-X») 

(i— X'Y»)'  (i-X'Ya)2  (i-X'Y')* 

/  ,x         #  ,i,  XY(i-4-X')(i  +  Y») 

(i  — X'Y')T 

par  suite,  l'équation  (6)  est  identiquement  vérifiée. 


(0 


Problème  n°  18. 
On  demande  de  trouver  la  valeur  de  l'intégrale  double 

a      "b  dxdy 


«/o      t/o 


(c> 


r')r 


en  passant  des  coordonnées  rectangulaires  aux  coordon- 
nées polaires. 

On  sait  que,  dans  ce  changement,  dxdj  doit  être  rem- 
placé par  rdrdQ,  de  telle  sorte  que  l'intégrale  proposée  va 
devenir 


(*) 


Ç  /»    rdrdi 

J  J  (c'+r'f 


Ra«*te  à  fixer  (Jîg*  3o)  les  limites  entre  lesquelles  on  doit 

Fig.  3o. 


y 

N 

C 

^ 

M 

0 

i 

i             x 

intégrer:  or,  dans  l'expression  (i).  les  intégrations  s'éten- 
daient à  toute  Taire  du  rectangle  OACB,  dont  les  dimen- 
sions sont  a  et  b\  ici  tant  que  0  sera  plus  petit  que  l'angle 

1 1. 
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COA,  dont  la  tangente  est  -  >  on  devra  intégrer  par  rapport 

CL 

à  r  depuis  zéro  jusqu'au  rayon  vecteur  OM  de  la  droite  AC, 
lequel  est  égal  à  — -  ;  pour  0  plus  grand  que  COA,  on  devra 

intégrer  depuis  /'  =  o  jusqu'à  /•  =  OJN  =  -—  -,  l'expres- 
sion (2)  va  donc  devenir 

b  a  iz  b 

arc  tant?  —  *  —  ■ 

\  M  \      1 +  /         rf9  /      r 

.'0  Jo     (c+z-r    J      b  X     (<■■'+'*/ 

arc  tang  - 
a 

Or 

rdr  1 


/ 


^c2  -+-  r1 


const. 


Nous  trouverons  donc,  pour  l'intégrale  cherchée, 


b 

arc  tan  g  - 


f        ad*(l-7     "*•_) 

J0  \c       y] a- -i-  c*  —  c7 siaa Ô  / 

J  b      \c       db'+  c>  —  c>co&2Qj 

arc  tang  -        x  T  ' 

On  voit  qu'on  peut  effectuer  les  intégrations  :  nous  avons 
indiqué  cette  méthode  pour  montrer  comment  on  fixe  les 
limites  des  nouvelles  variables*,  mais  elle  n'est  pas  la  plus 
courte.  Revenons  à  l'intégrale  proposée,  et  intégrons  d'a- 
bord par  rapport  hy\  nous  aurons 


/, 


dy  1  y 

const. , 


(c-  +  &  +  j*)?      c'  ■+■  x%  si  y2  +  *  -h  *» 
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d'où 


X     (?  +  *'  + y*?~  ic,+  x%)\lb'+c* 


et  l'intégrale  cherchée  devient 

'"  dx 


t/o 


-  -  •> 


on  a 


fi 


dx  i  b.r 

-  arc  tang  —  —  -4-  const. , 


et  Ton  déduit  la  valeur  demandée 

ci.cay 


Jf*a   /*            //.ré/^-                 i  ab 

j      _.  —-  _  arc  tang —  . 


Problème  n°  19. 
O/i  donne  l'équation  différentielle 

ou  a,  b,  a',  è'  jotîé  rfe$  nombres  commensurables ;  orc  rfe- 
mande  dans  quels  cas  l'intégrale  sera  algébrique. 

On  sait  que,  pour  intégrer  l'équation  (i),  on  pose 

y=zxz; 
on  trouve  ainsi 

[a  +  (b  +a')z  -h  b'z*]dx  4-(c'-h  b'z)xdz=o 

ou  bien 

rfc  (a'-h6'g).<fe  _ 

x         fl  +  fè  +  a'^  +  i'*1" 
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Soit  posé 

a'-hb'z  A  B 

(i) — 1 , 

w  ah  (b  -\-a')z-+-b'z2        z  —  u        z  —  p 

et  nous  aurons 

d.r  kdz  Bdz 

1 1 =  o. 

x         z  —  a        z  —  p 

Intégrant  et  désignant  la  constante  par  logC,  il  viendra 

Iog.r  -h  A  log(s  —  a)  +  B  log(z  —  p)  =  logC, 
d'où 

X(Z—  OL)k[z—  P)B=C 

ou,  en  remettant  -  au  lieu  de  z, 

Il  faut  qu'en  élevant  les  deux  membres  de  cette  équation  à 
une  certaine  puissance  h,  les  exposauts  deviennent  entiers. 
Soient  donc  m,  n,  p  des  nombres  entiers  \  on  doit  avoir 

A=T,     B  =  7,     A-f-B-i  =  Ç, 
h  h  h 

d'où 

A        B        A -f-  B  —  i        A-f-B  i 


m       n  p  m  +  n        m-\-  n  —  p  ' 


on  tire  de  la 


m  *  n 

A=± ,     B  = 


m -h  n — p  m -h  n — p 

il  faut  donc  que  A  et  1^  soient  commensurables,  et  cette 
condition  nécessaire  est  d'ailleurs  suffisante.  Or,  dans  la 
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décomposition  de  l'expression  (i)   en  fractions   simples, 
on  a 


a'-+-b'aL  __       b+a'—<J[b  +  a'y—4ab' 

è  +  û'+sè'a1      a"~  V 


<ï-hb'p  b+a'+<J(b-ha'y~-4ab' 

b  +  a'-hub'p'      P~~"~~  V 


et  il  en  résulte 

a'  —  b 


2À=I  -f- 


2B=I  — 


sj^b+a'y—fab' 
a'—b 

i 

^(b  +  d'y—^ab' 


A   et  B  devant  être  commensurables,  a1  et  bf  l'étant   par 
hypothèse,  on  voit  que  la  condition  cherchée  est  que  le 

radical  \]\b  -ha!)* —  ^ab'  soit  commensurable. 


Problème  n°  20. 

i°  Montrer  que  V équation 
(i)  y(x*-\-y*)dx  -h  x{xdy — ydx)  =  o 

admet  un  facteur  homogène,  de  degré  —  3,  rendant  le 
premier  membre  une  différentielle  exacte  ; 

2°  Prouver  quelle  admet  aussi  un  facteur  de  la  forme 

e*y(x'-hy*)i 

3°  Trouver  à  l'aide  de  ces  deux  facteurs  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (i). 

L'équation  que  doit  vérifier  tout  facteur  1  relatif  à  l'é- 
quation (i)  est 

(2)    j(.r'-4-^2—  x)(- x*j-  +\{x*+  3j2~3x)  =  o. 
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i  °  Je  suppose 

*  =  *-/(•;)  =^V(«), 

en  faisant  u  =     - 

G" 

M/ 

Je  trouve 

~  =-r-[îf(u)  +  «/»], 
-  =  -.,-/»; 

portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (s),  et  remplaçant  en 
même  temps  y  par  ux,  il  vient 

x  disparaît  comme  cela  devait  être,  et  il  reste 

/(«)         «  +  «'  ~"    ' 
d'où 

/(")  = 


T  ar* 


Nous  avons  donc 

%  _       J 

A  ,   T -T  • 

20  Je  suppose 

je  trouve 

—  =  *jre*i  (•»), 
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Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2),  il  vient 
d'où 

3f(p)  -f-2ç/V(')(j:a-l-j,)=:01 
3?(f)  +  2^'(p)  =  0, 

Vt  h —  =  °- 

On  tire  de  là 

ce  qui  nous  donne  le  facteur 


*.= 


3°  L'intégrale  générale  sera 

ou  bien 

ye* 


y'x'H-.r 


=  c. 


Problème  n°  21. 
O/z  considère  l'équation  linéaire 

O/2  />o$e 

(2)  y=w* 

<?£  /'o/i  demande  de  déterminer  la  fonction  m,  <fe  manière 


/ 
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que  l'équation  en  e,  qui  sera  aussi  linéaire  et  du  second 
ordre,  manque  de  second  terme 

En  substituant  la  valeur  (2)  dans  l'équation  (1),    on 
trouve 

d*v  Vdu        ..    .   "1  dv 

[d*u  .du  "1 

On  doit  avoir 

s-«f(*)=o. 

d'où 

l'équation  (3)  devient 

(4)  zz+'W  (*)-/*(*)  +  t(*H  =  °- 

Dans  certains  cas,  cette  nouvelle  équation  peut  être  plus 
facile  à  intégrer  que  la  proposée. 


APPLICATIONS. 


1° 


d*  Y  dy 

(a)  •**  —T-;  "+■  2«J?  -T"  "+"  [/J  ('*  —  0  —  h**7]  Y  =  O. 

v    '  dlr2  dv        L    K  ' 


On  a  ici 


/(*)=--, 

X 


,    .  n(n  —  î)        ... 


_</x 


/'W_/:(,)  +  T(*)  =  ^-5  +  ?!f— ï>  _*=_*• 


j;*        jj*  .rJ 
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l'équation  en  v  est  donc 

— —  =  n*v\ 
dx* 

l'intégrale  générale  de  cette  équation  est 

et  celle  de  la  proposée  (a) 

y  =  jr-^Ac^-h  Ber-**)y 

où  A  et  8  sont  les  deux  constantes  arbitraires. 

On  trouverait  de  même  que  l'intégrale  générale  de  l'é- 
quation 

d*r  dr 

x7  VT  -4-  inx-+-  -hT/if/?  —  i)  -f-  /Vlyrro 
air2  «\r        l     v  ' 

est 

/  =  jr-n(Acos/j:  H-  Bsin^x). 

20  L'équation  proposée  est 
On  trouve 


l'équation  en  *>  est 


d'v 


On  aura  à  distinguer  les  cas  où  /t  +  a  est  positif,  nul  ou 
négatif;  dans  le  premier  cas,  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (b)  est 

y  =  e"**\  Acos[ary/2(«  -+-  a)]  -!-  Bsin[.v ^(/i  -+-«)](; 


•        .  ' 
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dans  le  deuxième 

y  =  <?"4(À-t-B.r)i 

dans  le  troisième 

Problème  n°  22. 

Trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation  linéaire 

d*y       ,  x  dy 

— j  -f-  (tangx  —  2  cotjr)  - — \-  i  cti&jc.y  =  o, 

sachant  que  la  fonction  yx  ~  sin,r  vérifie  cette  équation, 
Soit  généralement  l'équation  linéaire 

d'y       ^dy       ^ 

_£  +  PÈ  +  Qrs=o, 

où  P  et  Q  sont  des  fonctions  de  ,r,  et  qu'on  sait  être  véri- 
fiée par  la  fonction  j*  =j'i  \  l'intégrale  générale  est 


J   X  i 


Dans  le  cas  actuel, 

* 

yx  =  sina:,      P  =  tang.r  —  2  cot.rt 

/'     .                 rsxnxdx             rcoswdr  „ 

Pdjc  =  —   I h  2  I   — : =  logCOS.rsin'.r, 
/      cos^r             J      smx 


Donc 


ou 


e—  svdx^.  cosx  sin' j?. 

y  =  B siû.r  -4-  A  sïnxfœsxdx 
y  =  A  sin*.r  -J-  B  sin.r. 
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Problème  n°  23. 
Résoudre  la  même  question  pour  l'équation 


,  s  d*y  dy 


qui  est  vérifiée  par  la  fonction 
Ici 

Donc 

y=  Br.-4-Ajr,    !     

J  V^l  H-  J?» 


y  =B(*  -t-  V''H- W 7 , v..> 


in\x  ~+-  ^ i  -f-  x1/1 


A 

ou,  en  faisant =:  ( —  i  ■" 

2/1  v  ' 


j  =z  B(.r  +v'l  +  •*')"  H"  C(.r  —  v'n-  •**)"• 

Problème  n°  24. 
£oj7  l' équation  linéaire 

(2)  •>•=?('); 
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il  y  aura  entre  y  et  t  une  équation  linéaire 
(3)  ^+F,(0^3  +  ...  +  F.(0r  =  o. 

On  demande  de  déterminer  t  dejaçon  que  l'équation  en 
y  manque  de  second  terme. 

On  a 

ilx  =  <f'(t)dt; 

nous  ferons 


doù 


r/j?  =  — — r» 


On  trouve 


et  Ton  voit  aisément  qu'on  a,  en  général, 

Substituant  dans  l'équation  (i),    on  aura  l'équation   li- 
néaire (3),  et  Ton  trouvera 

F,(*)  =/.(*) +  ^f^f(0, 


EXERCICES    SUR    LE    CALCUL    INTÉGRAL.  1^5 

et  cette  expression  doit  être  nulle  ;  donc 
ou  bien 


on  en  tirera,  en  intégrant, 


* 


If  Max 


ty(t)=e    «(«— 0 
et  ensuite 

t=jdxC     »C»-«)  ; 

telle  est  la  relation  cliercliée  entre  #  et  £. 

APPLICATIONS. 

i  °  Faire  disparaître  le  second  terme  de  l'équation 

.  d*y  2.x      dy  y         

^a'  d^  +  ï+1?  ^+(i  +  *»)»  ""  °" 

On  a  ici 

I       I""  <* 


f  Cdx 
=  I 2»      *  =  Carctang.r  +Cf, 


j (y 

x  =  tans  — - — 


Nous  prendrons  simplement  x  ~  tangt,  et  nous  trouverons 
que  l'équation  proposée  devient 

d'y 
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on  a  Jonc,  en  désignant  par  A  et  B  les  constantes  arbi 

traircs, 

y  =  A  cos  t  -f-  B  sin  /, 

et,  en  remettant  x  au  lieu  de  £, 

A-hB.r 

X- 


I 

V  I  -f-  JT-1 

ce  qui  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (a\ 
a°  Considérons  l'équation 

on  a 

n=i2     et    fJx)=:-{ — • 

x1  -  - 1 

faisant  abstraction  des  constantes,  nous  trouverons 


/t/x 
7^ 


i=  l ?      £=  arcsin^r,     ^c  =  sin/, 

x> 


L  équation  en  y  et  t  est  ici 

-^7-^^  =  0; 

elle  donne 

y  =r  A  cosmf  -h  B  sin  m/ 
ou  bien 

j  =  A  cos(/72  arc  sin.r)  4-  B  sin  (m  arc  sin.r), 

ce  qui  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (b). 

3° 
,  x  d*r  e7x — er**  dr  Lm?y 

(c)  --  -4-  2  - '- • —  C 


On 


aura 


2x 
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Or 


Donc 


2 _  dx  =  log(*** 4-  <r~u). 

/dx        _  i    r    d.é» 

2  f  =  arc  tang^*,     é**  =  tang  2  f, 
x  =  -log(tang2/). 


On  trouve  aisément  que  l'équation  (c)  devient 

d'où 

y=zX  cosmt  -f-  B  sinmf. 

Donc  l'intégrale  générale  de  l'équation  (c)  est 

jr  =  A  cos  [  —  arc  tang***  J  -h  B  sin  f  —  arc  tang***  J  • 

4° 

dir  i  dr 

(f)  -rz  -  -: -f  +  <r  tang'o:  =  o. 

v*'  '  «£r*         sin-r  cosx  dx  ° 

On.  trouve 

/  =fdxe*f**~*  =  f  Êîf!*'  —  -  log cos*; 

l'équation  (/)  devient 

on  a  donc 

jr=:A  cosmt  —  B  sinmf, 

et,  par  suite,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (f)  est 

y  =  A  cos  (m  log  cos  x)  +Bsin(/nlogcosx). 

T.  —  Rcc.  1 2 

/ 
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Problème  n°  25. 
Prouver  que  l'expression 


-± 


0  = ^ ^ — 

vérifie  une  équation  différentielle  linéaire  du  second 
ordre  i  et  trouver  la  valeur  de  0  en  faisant  dans  l'équation 
différentielle  z  =.  cos.r. 

Posons 
et  nous  en  déduirons 

(i  —  z1)  - — h  (2/1  —  i)jz  =  o. 

Je  diflerentie  n  fois  cette  équation  ;  en  applyjuant  la  for- 
mule de  Leibnitz,  et  remarquant  que 

dzn+l  ~~  ~d?' 
d*y        dQ 


dzn         dz 

d*~ly 
dz*~x 


» 


•» 


J 


obtiens 


(l~~    ^d?" zntfo—n^-1) e+(2it— 1)«  — H-«(aii-i) Ô~o, 
ou  bien,  en  réduisant, 
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Je  change  de  variable  indépendante,  en  posant  z  =  cosx, 
d'où 

dx  =  — 


v7»- 


ce  qui  me  donne 

dz~~' 

~dz*  ~  "  Tî  dx  ~^  i  — z»  dx~*' 

(i  —  za)a 


i  .     dQ 

V7!  — z'  ** 

—  Z  dô  I  <f3Q 


(.-2»): 

Inéquation  (i)  devient 


d'Q 
Hx* 


-f-  wa0  =  o. 


Soient  A  et  B  deux  constantes  $  l'intégrale  générale  de 
l'équation  précédente  est 

(2)  0  =Asinw.r  +  Bçosnx. 

Or,  si  l'on  revient  à  l'expression  proposée,  en  l'écrivant 
comme  il  stiit  : 


_d*~*(i  -h  z)u~* (1  —  z) 


0  = 


■-» 


et  qu'on  emploie  la  formule  de  Leibnitz,  on  trouvera 


1— 1 


0  =  (_  1)—  1 .3.5...(a*  -  i)(ltw!r    V7'  -  *  +  («-*)V(*). 


f  (s)  désignant  une  certaine  fonction  de  z  qui  reste  finie 
pour  z  =  1  •,  de  là  nous  tirons 

0 

=  (— l)"-1  I  .3.5.  .  .(272  —  ï), 


0  =  o     et 


y7!  —  Za 

pour  2  =  1.  Or,  pour  z  =  1 ,  x  =  o, 


</~ 


sin.r 


13. 
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Revenant  à  l'expression  (2)  de  0,  et  faisant  #  =  0,   on 

trouve 

G  =  B  ;     donc     B  =  o, 


6  ,.     Asin/i-r 

-r?—   =  lim  ; =  /ïA, 


lim 

sinx  sinx 

pour  x  =  o  ;  donc 

«A=  ( —  i)"-'  1 .3.5. .  .(/*  —  1), 

et  nous  avons  enfin 

%^d~±-jr±  ,,.3.5.  ..{2n_l)!î^f, 

OÙ 

X  •=.  COSS. 


Problème  n°  26. 

On  demande  de  former  une  équation  différentielle  li- 
néaire du  second  ordre  que  vérifie  la  fonction 


i)»-'e*Vz. 


Supposons  72  >  1 ,  nous   pouvons  différentier   sous    le 
signe  y,  et  nous  trouvons 


dr 

dx 


Or,  en  intégrant  par  parties,  on  a 

/«■#(*»  —  l)"  =  e"(z'  —  i)«  —  ar/c*«(zJ—  i)Vs; 


la  partie  intégrée  s'annule  pour  z  =  —  1  et  pour  3  =  4-1, 
et  il  vient 


(2)  2«J=-Jr/*"'",^(*,-l)"*; 


•/   I 
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différentiant  deux  fois  l'expression  (i)  par  rapport  à  ;r,  on 
obtient 


dx3 
ou  bien 


(z*—i)»-iz7ex'dz  =  I         (z*—  i)"-,(zî—  i  +  i)e**dz 


d 
doc 


ce  qui  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  des  valeurs  (i)  et  (a) 

de  r  et  —  » 

•*         dx 


d*y  in  dy 

dx1  x    dx 

L'équation  différentielle  demandée  est  donc 

d*r  dy 

(3)  «-r-r-f-  2/1  -; .rr  =  o. 

v     '  dx*  dx         J 

Changeons  dans  l'expression  (i)  de  y,  et  dans  l'équa- 
tion (3)  x  en  x\J —  i;  l'équation  différentielle,  après  la  sup- 


pression du  facteur  commun  yj —  i ,  deviendra 


l'expression  nouvelle  dej^  sera 

(z* —  i)"-'  cosxzdz  -h  y7 — 1   I         (s* — i)"-*1  sinxs</z. 

On  voit  que 

yx  =  I  (  i  —  z3)"-  »  cosxz  dfe 


et 


(i  —  s2)*-1  sin.zz£fe 


i8a 
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sont  les  deux  intégrales  particulières  de  l'équation  (4)}  o£* 
peut  du  reste  écrire,  en  faisant  z  =  coscp, 

!     sin*""1?  cos(:rcosf)*fy, 

o 

J/»7T 
sin'"~!  y  sin  (.r  cos  7  )  dy. 
o 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  la  proposi- 
tion suivante,  due  à  Euler  : 
L'intégrale 

y  —  f     «M(|  —  if)T-+->(i—  ux)—-du 

vérifie  l'équation  différentielle  linéaire 

La  fonction  y  représente,  à  un  facteur  constant  près,  la 
série 

i+j^+«(»+.)p(p+o,+  _ 

1.7  1.2.7(74-1} 

appelée  série  hyper  géométrique,   étudiée  très-complète- 
ment par  Gauss,  Jacobi,  etc. 

Problème  n°  27. 

Intégrer  l'équation 

.  .    dnY        n     dn-{r       n[n  —  1)      dn-2y  .        x 

y  J    dx"         1      d-r"-1  I  .  2  e/a:».-2  v         ;  J 

Cherchons  d'abord  l'intégrale  générale  de  l'équation  sans 
second  membre  \  nous  faisons  y  =  erx\  l'équation  caracté- 
ristique en  /•  est 

/* arn~l  +  ...=  0     ou  bien     (r —  a)n  =  o; 

1 


I 
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ses  n  racines  sont  égales  à  a  ;  on  a  donc,  pour  l'intégrale 
générale  de  l'équation  sans  second  membre, 

X  =  <**(A#  -+-  A,.*  -h  Aj  r2-+- ...-+-  A^-r"-1), 

et  il  suffit  d'y  ajouter  une  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion avec  second  membre.  Il  est  naturel  de  chercher  une 
intégrale  particulière  de  la  forme 

mais  on  tombe  sur  une  impossibilité 

Hé"  (a  —  a)n=ze*x. 

Nous  supposerons,  en  suivant  la  méthode  de  d'Alembert, 
que  le  second  membre  de  l'équation  (i)  soit  d'abord  e6x,  et 
nous  chercherons  une  intégrale  particulière  de  la  forme 

nous  trouverons 


d'où 


Ke**(£«—  !b»-*a  +  .  .  .]=<?**, 


K~  (6- a)"»5 


donc,  dans  ce  cas,  l'intégrale  générale  de  l'équation  avec 
second  membre  est 

<** 

(aj       y  =  g"(A, -+•  A, x  -f . . .  -h  A— t*-1)  -t-  ^  _    ,  ; 

il  n'y  a  plus  qu'à  faire  tendre  £  vers  a  5  faisons  b  =  a  -t-  e, 

nous  aurons 

ebs=easet*1 

et,  en  développant  e,x  en  série  convergente,  on  aura 

z^e**! h  — 1 

(b  —  a)"  Le"       «""'   !        in~2  I  • 2 


1  a*-1  «■       "1       .,    . 

H , r  H «4-  e(*), 

C    I  .2.  .  .(/I  —  ij  1  .2.  .  ./ïj 


/ 


;  '  .  ..    ■> 
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0(x)  s' annulant  quel  que  soit  .r,  pour  e  =  o. 
L'expression  (a)  devient  ainsi 


'--K'- ?)"-(*-- £) 


or.  -+-  .  .  . 


-+-  \An-t  H — — |  *■- •  H —  |  -f-  0  (or), 

ou  bien,  en  introduisant  de  nouvelles  constantes  et  faisant 
tendre  i  vers  zéro, 

%r-  =  <?"(B#-f-Bla:4-Bax2-t-...4-BB_1^-,H ~ )  : 

\  1.2.0. .  .nj 


lelle  est  la  solution  cherchée. 

Problème  n°  28. 
Trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation  linéaire 

(i)  Aj  +  B^+cÇ£+...  +  L§£=F(*)f 

'  '  dx  dx1  dx*  K    ' 

dans  laquelle  À,  8, . . . ,  L  sont  des  coefficients  constants, 
et  ¥(x)  un  polynôme  entier. 

Tout  se  réduit,  on  le  sait,  à  trouver  une  intégrale  parti- 
culière, que  Ton  ajoutera  à  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion sans  second  membre  5  c'est  la  recherche  de  cette  inté- 
grale particulière  que  nous  avons  en  vue.  Je  dis  que  cette 
intégrale  est  la  suivante  : 

(2)  y  =  *F(*)  -+-  bF'(x)  -4-  cF"(x) 


•  •  » 


a,  J,  c, . . .  étant  les  coefficients  de  z°,  z1,  s*, . . .  du  déve- 
loppement de  l'expression — »  suivant  les 

A  ~~T~  HZ  "T~  \jZ     "T~  •   <   • 

puissances  entières  et  positives  de  z.  En  effet,  nous  avons, 
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pour  définir  les  coefficients  a,  &,  c, . . . ,  l'équation 

&  A  +  B>  +  Cz>+...=a  +  bz  +  CZ'+-- 

d'où  l'on  tire,  en  chassant  le  dénominateur  et  identifiant 
le  premier  membre  au  second, 

i  ±=  Aa, 


d'autre  part,  l'expression  (2)  doit  vérifier  l'équation  (i); 
or  le  résultat  de  la  substitution  de  cette  expression  dans 
l'équation  (1)  est 

(Afl-i)F(x)4-(Aè+Bû)F,(x)+(Ac  +  Bft4-Cfl)F/r(j:)  +  ..., 

et,  en  vertu  des  équations  (4)9  cette  expression  est  nulle 
identiquement.  • 

Supposons  que,  dans  l'équation  (1),  on  ait  À=  0}  dans 

ce  cas,  l'expression — ne  peut  plus  être  déve- 

loppée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  z  seu- 
lement-, mais  on  peut  toujours  la  développer  comme  il 
suit  : 

dZ  -+-  CiZ'H-  .  .  . 

et  je  dis  que  l'intégrale  particulière  de  l'équation 
sera 

(7)     y  =  b/F(a:)dx  -f-  c¥(x)  4-  dY' (*)  -h/T"(x)  -f- .  .  .. 

On  a,  en  effet,  en  chassant  le  dénominateur  de  l'équa- 
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tion  (5)  et  identifiant, 

t  —  B6, 

o  =  Brf-t-Cc  +  Dft, 


(8) 


et,  en  substituant  l'expression  (7)  dans  l'équation  (6),  le 
résultat  est 

(Bb  —  i)F(j?)  ■+■  (Be  H-  C£)  F(«)  -f-(Brf  4-  Ce  H-  D£)F"(*) -f-..., 

expression  nulle  identiquement,  en  vertu  des  relations  (8)} 
on  verrait  de  même  que,  pour  l'équation 


d\y 

Cbr} 


d*  Y  dn y 


dx3 


dxr 


il  faudrait  prendre 

y  =  cffF(x)dx*+dfF{.v)dv+fF(x)  +  gF'(x)+..o, 

m 

les  coefficients  c,  d, . .  •  étant  définis  par  la  relation 

C2»  +  D^...=Cg"1  +  ^'+/+^+- 


(0 


Problème  n°  29. 

Trouver  l'intégrale  générale  de  V équation 

n,       dy        n(n — 1)  ,       d*  y 
1  dx  1.2  tf  :r* 


+  (-,■  g =*(«). 


oùF(a:)  e$£  u/z  polynôme  entier  en  x  et  k  une  constante, 

D'après  l'exercice  précédent,  on  aura  une  intégrale  par- 
ticulière de  l'équation  (1),  en  prenant 

y  =  a¥(x)  -f-  *F(j?)  -f-  c¥"(x) 
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les  coefficients  a,  £,  c, . .  •   étant  les  coefficients  de  s0,  z*y 
z% . .  .  du  développement  de  l'expression 


I  I  .2 

suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  z\  or  la  for- 
mule du  binôme  donne 

i  i        n     z         n(n-)-i)    z* 


(*  — -*)•         /••  I    /"+'  1.2         A*+* 

On  aura  donc,  pour  l'intégrale  particulière  cherchée, 

du  reste  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  sans  second 
membre  est 

y  =  €k*(C9 -h  C,*  +  C,*' ■+- .  .  .  +  C-,*"-'). 
Nous  aurons  donc,  pour  l'intégrale  générale  demandée, 

y  =  «fa(C#  +  C|*-+-C1«"-+-..  .  -4-  C„_,  aï- l  ) 

.   F(f)    ,   «  EKfi  ^  »("-n)  F"(*) 
~*~     /"     "*"  i    *«+•    "*"       i.2        X»-»   -i~"" 

Problème  n°30. 
Trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation 

ûfare.?  laquelle  a,  (3,. . .,  X,  A"  désignent  des  constantes,  et 
F  (a:)  arc  polynôme  entier  en  x. 

Nous  allons  ramener  ce  cas  au  précédent,  en  faisant 

(2)  y  =  zek', 
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ce  qui  nous  donnera 

(3)v  +  p3g  +  ...  +  X^=r^A,  +  Bs+...+  L2?  ), 

et  l'équation  (i)  deviendra 

(4)  Az-f-B-^-  -+-.  .  ,-f-L-7-?=Ff*). 

Nous  rentrons  donc  dans  le  type  déjà  étudié;  il  reste  à 
trouver  les  valeurs  des  coefficients  A,  B, . . . ,  L,  en  fonction 

de  a,  (3,. . .,  Jt. 

Pour  y  arriver,  dans  l'équation  (3),  je  fais  z  =  e**,  d'où 
jr=zei*+k>*j  et  l'équation  (3)  devient 

a  -h  p(&  -h  h)  -4-  y  (A  +  A)' -4-.  .  .  -h  X(X -4-  £)■ 
=  A  4-  BA  +  C/ia-f-. . .  4-  LA", 

Soit  donc  posé 

a-f-pA-f-y*'-*-..  .  +  >*■=$(*), 

et  nous  aurons 


1.2 


9  .  .  .  9 


et  l'équation  (4)  deviendra 

<»)     *).  +  iii2*+l3fl£+...-rW. 

en  multipliant  une  intégrale  particulière  z  de  cette  équa- 
tion par  e*x,  nous  aurons  une  intégrale  particulière  de  l'é- 
quation (î). 
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Problème  n°  31. 
Trouver  toutes  les  fonctions  f  jouissant  de  la  propriété 

quelles  que  soient  les  valeurs  de  x  et  y. 

L'équation  (i)  ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  je 
peux  prendre  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport 
à  a:  \  je  trouve 

/V+r)-/£li'+/,fr)i. 

/(*  +  r)-  t,  _/(x)/(r)f 

J'ai  de  même,  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  jy, 

/  (* + y)  -  {1  -/(*)/(,)?  ' 

et,  en  comparant  les  deux  valeurs  àef\x  -hy)i  il  vient 

/'(*)    =    f'(r) 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  fonction 
de  x  qui  peut  être  quelconque;  le  second,  une  fonction  dey 
qui  peut  aussi  être  quelconque.  Pour  que  l'égalité  puisse 
avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  y,  indépendantes 
les  unes  des  autres,  il  faut  que  les  deux  membres  soient 
égaux  à  une  constante  a.  On  a  donc 

et,  en  remontant  aux  fonctions  primitives  et  désignant  par  b 
une  nouvelle  constante, 

arc  tang/(x)  =  ax  -+-  bt 


s 
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d'où 

f[x)  =  tang(a*  -4-  b). 

» 

L'expression  (1),  quand  on  y  fait  y  =  o,  donne 

/(o)[H- /'(*)]  =  0; 


on  a  donc 


et,  par  suite, 


ainsi 


/(o)  =  o, 

b  =  o; 

f(x)  ■=■  tangaar. 


Problème  n°  32. 
Trouver  la  fonction  cp,  telle  que  Von  ait 

(1)  ff[x  h-jt)  <?{*  —  ?)  =  ?'(*)  —  ?'(/), 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y. 

Dans  l'équation  (1),  je  prends  les  dérivées  par  rapport 
à  x,  ce  qui  me  donne 

(a)      <p'(*-f-/)<p(.r  —  r)  +  <p(.r-f-j)<p/(^—  jr)  =  2j(ar)  j'(x). 

Je  prends  les  dérivées  des  deux  membres  de  l'équation  (2) 
par  rapport  àjp,  et  je  trouve 

>  =0, 

—  <p"(*n-.r)?(*—  /)  —  ?'( *-+-/)?'(* —  r)  ) 

ou  bien 

(3)  ?*(*+r)  =  T'r(g--.r) 

Ainsi  la  fonction  ^-4— y  ne  doit  pas  changer  quand  on 
remplace  u  par  a:  -f-  y  ou  x  — jp.  Comme  x  «+-  y  et  .r  — j- 
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peuvent  être  quelconques,  et  indépendants  l'un  de  l'autre, 
il  en  résulte 

A») 

—y—r  z=z  const. 

ff{U) 

Supposons  d'abord  la  constante  positive,  et  prenons 

l'intégrale  générale  de  cette  équation  linéaire  est,  avec  les 
deux  constantes  arbitraires  À  et  8, 

(4)  <f(u)  =  Aemu^Bc- 


■  — mit 


Nous  devons  substituer  cette  valeur  dans  l'équation  (i), 
car  les  équations  (2)  et  (3)  sont  plus  générales  que  l'équa- 
tion (i)*,  nous  aurons  donc 

(Ae>**+*y-i-  Be-m*-*r)  (A£w*-,"/-h  Be-"1**1*) 

cette  équation  se  réduit  à 

(A  4-  B)(Ae?*v-h  Ber*vj=z  0. 

On  doit  donc  avoir 

A  +  B  —  o, 

et  l'expression  (4)  deviendra 

Supposons  maintenant 

y"(u)  -\-m2y{u)  =  0; 

l'intégrale  générale  de  cette  équation  est 

<p (u)  =À'  cosmu  4-B'sin/wtt 

Substituons  dans  l'équation  (1),  et  nous  trouverons,  après 
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quelques  réductions, 


/^cos^T+B'sin^W 


Cette  équation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  j-,  comme 

on  ne  peut  pas  avoir  en  même  temps  A'=o  et  B'==o,  il 

en  résultera 

A'=o 

et,  par  suite, 

y(«)  =B'&mrnu. 

Ainsi  les  deux  seules  fonctions  jouissant  de  la  propriété 
demandée  s'obtiennent  en  multipliant  par  une  constante 


arbitraire  ou  sinmx,  m    étant   d'ailleurs   un 

nombre  quelconque. 

Problème  n»  33. 

Trouver  les  fonctions  les  plus  générales  f  et  ç,  telles 
que,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x  et  y,  l'expression 

V=  {x*-X')  [/(*  +X)  H-  ?(*-/)] 

puisse  se  mettre  sous  la  forme 

et  trouver  les  fonctions  F  et  C>. 
En  difierentiant,  on  obtient 

dX 

—  =  2*[/(.r  -f-r)  -+-  f  (*  —  X)] 
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et  Ton  doit  avoir 

d*V 

dxdjr 
il  vient  ainsi 


=  o; 


H-  a(x  —  .T)/'(*  ■+"/ )  —  2(0:  -*-.r)  y'(*  —  j)  =  o, 
ou  bien 


ou  encore 

/*(*  +r)  -t-  rj-/,(*+/)  =  ^(x-r)  +  — î—  ?'(*-r). 

Ces  deux  expressions  devant  être  égales,  quelles  que  soient 
les  valeurs  de  x  -h%y  et  x  — y,  qui  sont  d'ailleurs  indépen- 
dantes Tune  de  l'autre,  chacune  d'elles  est  une  constante . 
et  l'on  a 

/"(*+.r)  +  j^;/'(*+.r)  =  c, 
*"(*-/) +  r-2-=f'(*-.r)  =  c. 

x        j 

Considérons  la  première  de  ces  équations,  et  faisons, 
pour  plus  de  clarté, 

x  +  y=t,    f'(x+y)=f'{t)=zu, 

nous  aurons 

du      1        n 

équation  linéaire.  En  intégrant,  on  trouve 


«  =  i(CH-cAvo 


T.—  Ree. 


.3 


\   . 
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OU 

intégrant  de  nouveau, 

/(*+.r)  =  g(*  +  r),-^+Ci 

ou,  en    désignant   par  a,  A,  e,  a',  b'  de  nouvelles  con- 
stantes arbitraires,  on  aura 

/(* '  +  y)  =  -^—  -+-  >>  +c(*-*-jr)», 

f(*-jr)=  -f—  +  *'+  c(^-r)J. 


VERIFICATION. 

Adoptant  les  valeurs  précédentes  pour  les  fonctions  j  et  <p, 
on  trouve 

Y  =  a(x—  y)  -\-a'(x-+-y) 

-t-  b[x*  —  y*)  -h  b'(x2  —  y*)  H-  2c(^- /')  (ar'-f-  y»), 

eu 

V=        («  +  a')x  +  (b~\-  y)*1 4-,  2cr4 

-[(«-«')r  +  (ft  +  ^+  2cjr«J; 
on  a  donc 

Y(x)=z7.c.x*-h  {b  -f-6')*a-+-  (fl  +  û').T, 
4>(/)  =  2Cj4-t- (^> -t- ^')r24- («  —  a')j. 

Cette  question  se  présente  tout  naturellement  à  propos 
de  la  solution,  donnée  par  Jacobi,  du  mouvement  d'un  point 
matériel  attiré  par  deux  centres  fixes  suivant  la  loi  de 
Newton. 
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Problème  n°  34. 

On  demande  de  trouver  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

(I)  [  d*< 

■4-  —  [ny  —  x  —/(«)]  +i  =  o. 
ay 

On  est  conduit  à  intégrer  le  système  suivant  d'équations 
différentielles  simultanées  : 

+  faty  _  Znx  _  Zn/(z)  +/'(»)  =  0, 
-f  +  ny  —  x  —  /(«)  =  O. 

On  voit  immédiatement  que  ces  équations,  qui,  du  reste, 
sont  linéaires  et  à  coefficients  constants,  se  simplifient 
beaucoup,  si  Ton  pose 

*  +  /(«)  =  X; 


elles  deviennent  effectivement 

dX 

(3) 


dz     .-4*27—3*X:=r  o, 


dy 

On  voit  que  ces  équations  sont  de  même  forme  que  les 
iquations  (2),  mais  elles  n'ont  pas  de  seconds  membres. 
Pour  les  intégrer,  nous  allons  éliminer  X*,  de  la  dernière, 
nous  tirons 

(4)  *==:"' +5- 

Reportant  cette  valeur  dans  la  première  équation  (3),  il 

i3. 
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vient,  après  réduction, 

l'équation  caractéristique  qui  correspond  à  cette  équation 
linéaire  et  à  coefficients  constants  est 

r8  —  inr  -h  ri  =  o, 

elle  a  ses  deux  racines  égales  à  n\  donc  l'intégrale  générale 
de  l'équation  (3)  est,  en  désignant  les  constantes  par  C  et  C, 

(6)  /  =  ««(Ci  +  C;). 

Reportant  cette  valeur  dans  l'équation  (4),  et  remplaçant  X 
par  sa  valeur  en  x  et  z,  il  vient 

(7)  *  +  /(*)  =*»[2Ji(C«  +  C)  -h  C]; 

les  équations  (6)  et  (7)  constituent  le  système  intégral  des 
équations  différentielles  (3);  résolvons  par  rapport  à  C 
et  C,  et  nous  aurons 

C  =■  erM  [x  —  2/2j  -*-/(*)], 

C'  =  ern%  [y  —  j?z+2  nyz  —  zf(  z]\. 

Donc  l'intégrale  générale  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles  proposée  est,  en  désignant  par  4>  une  fonction 
arbitraire, 

erM[y  —  xz  -+-  2/1  yz  —  2/(2)]  =  *  i  e~M[x  —  2ny  -+-/(z)]  j. 

Problème  n°  35. 

Intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 

dz       t  /-— \  dz 

Il  faut  considérer  le  système  suivant  d'équations  simul- 


tanecs 
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dx dy  dz 


on  en  tire 


xdy  — ydx  -+-  ^JV —  C]  dx-=.Q% 
d^^J^~CÏ^=o. 

X  V  '    X2 

Intégrons  et  désignons  la  constante  par  C2,  et  nous  au- 
rons 


y-s/W-C7t__n 

—  Lia; 

x 

résolvons  par  rapport  à  C4  et  Cs  *,  posons 

C,  =  *(C,), 

et  nous  aurons  pour  l'intégrale  cherchée 


7  — ^Ra  —  z7  =  x${z). 

Û  est  facile  de  trouver  une  génération  simple  de  la  sur- 
face représentée  par  l'équation  précédente  5  les  équations 


z  =  C„     /  =  C^  +  ^V 


"1 


sont  celles  d'une  droite  parallèle  au  plan  des  xy,  et  qu 
passe  par  le  point  ayant  pour  coordonnées 


xz=o,     r  =  ^R»— Cf,    z  =  Cl. 

Ce  point  est  toujours  situé  sur  la  circonférence  de  rayon  R, 
tracée  dans  le  plan  des  yz  avec  l'origine  pour  centre  5  donc 
les  surfaces  cherchées  sont  toutes  celles  engendrées  par 
une  droite  qui  reste  constamment  parallèle  au  plan  des  xy, 
en  s'appuyaut  toujours  sur  la  circonférence  définie  précé- 
demment. 
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Problème  n°  36. 

Intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 

dz  dz         . 

*  Tv  +  y -^  =  si  *>+jr>  col*. 


Je  considère  le  système 

dr.        dy  dz 


j'en  tire  d'abord 


tanga; 


^      y      7  dz 

Ci  =  —  1      dx  =  tnngg, 

*  ^H-C» 

x ■ tang  a  =  C2; 

•i+Cï 

y 

Remettons  dans  cette  dernière  équation  —  au  lieu  de  C, , 
et  posons 


nous  trouverons 


sjx*->r  y2  =  z  tanga  -h  4>  (  -  )  : 


telle  est  l'intégrale  cherchée.    Donnons   une  génération 
simple  de  la  surface  -,  les  équations 

y  & 

Ct=  —y     x tanga  =  C, 

*  v/i-f-  GJ 

sont  celles  d'une  droite  qui  rencontre  constamment  Taxe 
des  z\  le  cosinus  de  l'angle  qu'elle  fait  avec  Oz  est 


i/n-C?cota 

=  cosa. 


^r-Tc;4-(n-cî)cot2a 
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Donc  les  surfaces  représentées  par  l'équation  proposée 
sont  toutes  celles  engendrées  par  une  droite  qui  rencontre 
constamment  Taxe  des  z,  en  faisant  avec  cet  axe  un  angle 
constant. 

Problème  n°  37. 

Trouver  toutes  les  fonctions  V  rfe^'+j'  +  ^j  telles 

que  l'on  ait 

d'Y       d'Y       d'Y  __ 

Hx1  "*"  ~dp  ~*~  IF  ~~  °' 

Posons 

; %      dr       x 

rz=z  yx'-+-  j2-4-z2,     dou      —  =  -* 


et  nous  aurons 


dY  __  rfV  x 
dx         dr  r 

d'Y  _  d'Y  x'        dV  /i        *»' 
"5?  ~"  1P  r1^  ~dr\r~~  ~F\ 


On  en  déduit,  en  supposant  écrites  les  expressions  de 


d'Y       d'Y 


d'Y       d'Y      d'Y       d'Y       a  dY 

,-:  +  —  = 


dx'         dy'         dt>  dr'         r    dr  ' 

nous  aurons  donc 


ou  bien 


d'Y       2  dY 
dr'        r  dr 

=  o 

d'Y 

dr' 
dY 

2 

-h  -  = 

O, 

dr 
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et)  en  intégrant  et  désignant  la  constante  par  log  À, 

log  —  -h  2  logr  =  log  A, 

*£L  —  A. 

dr  ~~  r»* 

intégrant  de  nouveau,  et  appelant  B  une  nouvelle  con- 
stante, nous  aurons 

V  =  B-  A 


y'x'-f-  J2-H  Z% 


Problème  n°  38. 

Trouva*  toutes  les  fonctions  V  de  x* 4-^*4-  s%  telles 

que  l'on  ait 

d*\       d*V       d*V_ 

dx2         dy*         dz* 

Conservant  les  notations  du  problème  précédent,  nous 
aurons 

d'y       d*V       d*V      d*V       2  dV 


dv*         djr*         dz2         dr1         r   dr 

ou  bien 

d>\  dV 

r  -—  -h  2 m7r\  =  o. 

dr7  dr 

C'est  une  équation  linéaire  du  second  ordre,  à  coefficients 
variables.  On  l'intègre  aisément,  en  remarquant  que 

d'Y  dV       d'Vr 

T-r-r  -+•  2  -—-  = 


on  a  ainsi 


dr7  dr  dr7   * 


— — m*\r  =z  o, 

dr7 
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et  cette  fois,  en  regardant  Vr  comme  la  fonction,  nous 
avons  une  équation  linéaire  à  coefficients  constants  ;  nous 
en  déduisons,  en  appelant  les  deux  constantes  arbitraires 

A  et  B, 

Yr=Aemr-\-Bermr. 

Remettons  pour  r  sa  valeur  \jxt-\-ji-\-  z*«  et  nous  aurons 
pour  l'expression  la  plus  générale  de  la  fonction  cherchée 

V=       -      '        —  (Ae"^^11  -+-  Be-v/?+?+?) , 
jx*  -+-  y*  -+■  s' 


Problème  n°  39. 
Soit  l'équation 

où  A,  B,  C  désignent  des  constantes;  aux  variables  xety 
on  substitue  deux  autres  variables  xf  et  y\  liées  aux  pre- 
mières par  les  équations 

(2)  x* •=.  ax  -f-  by,     y  =  ce x  -+-  b'jr ; 
a/orc  l'équation  (1)  prend  la  forme 

(3)  A   T7.  "+"  aB    TTT-7  +  C  — ,-  =0. 
v    7  r/x'a  dx' dy  dy'2 

On  demande  de  choisir  les  constantes  a,  i,  a',  £',  c?e 
façon  que  A'=  o,  C/  =  o*,  conclure  de  là  la  solution  la 
plus  générale  de  l'équation  (1). 

Des  expressions  (2)  je  tire 
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par  suite 

dz  dz  f  dz 

dx  dx1  dy 

dz  dz  dz  ^ 

dp  ~~     !?'*'      df] 


>z  (    d2z  ,     d2z    \         ,/       d2z  ,  d'z\ 

*  =  a\aS*  +  a  dFd/)  +  a  \ad7dï'  +  a  dy2) 


d 

dx' 


dxdy  \    dx'2  ^       dx'dy')  ^       \    dx1  drf  ^       dy) 

d2z        J,d*z  d2z    \        _    /        d'z  ,,d*z\ 

=  b[  b  — r  -+-  b'  )  4-  b  '  [  b h  b  I  > 

dy*  \    dx"  ^      dx'dy')^      \    dx'  dy'  ^      dy)  * 


ou  bien 


d2z  d2z  ,     d2z  ,m  d2z 

d^        dx"  dx'dy  ^     dy*9 

d2z  d2z  d2z  d2z 

=  ahïzr,  +  (ah>  +  M)  TjjT,  +  a'b'  xr,' 


*       dxdy  dx"  '  dx1  dy1  dy 

dH  d2z  d*z  d2z 

—  ~b*  --    -+-  ibb'  ——  -+-  b"  — . 
dy2  dx12  dx1  dy'  dy'2 

En  multipliant  ces  équations  respectivement  par  A,  aB 
et  C,  on  forme  l'équation  (3),  et  Ton  obtient  ainsi  la  va- 
leur de  A'  et  C  que  nous  égalons  à  zéro,  ce  qui  nous  donne 

Aa2-hzBab-{-  Cb7=o, 
Aa'2-h2Ba'b'  +  Cb"=z  o; 

d'où  l'on  tire,  en  prenant  a  =  «'  =  i, 

*=!(— B  +  ^Ba-AC)f 

(4) 

£'  =  j(— B  — v/B'— AC  ; 
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l'équation  (3)  se  réduit  donc  à 

dz 
dH  d~dp 

d*W=°    ou   -ÂT^0' 

on  en  tire,  en  intégrant  et  désignant  par  F'(^')  une  fonc- 
tion arbitraire, 

intégrons  de  nouveau  et  désignons  par  <P(xf)  une  nouvelle 
fonction  arbitraire,  et  nous  aurons 

en  remettant  pour  x1  etjp'  leurs  valeurs  (2),  et  rempla- 
çant b  et  V  par  les  expressions  (4),  nous  aurons  pour  la 
solution  la  plus  générale  de  l'équation  (  1  ) 

où  F  et  <J>  désignent  deux  fonctions  arbitraires. 


Problème  n°  40. 

Transformer  l'équation 
.  %  *d*z  d*z  md*z  dz  dz 

(I)    r>__2^_+x,_=jr_+r__a> 

en  faisant 

x  =  pco&v,    y  =  p&inw. 

En  déduire  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée. 
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On  a 

dp 

-f-  =r  COS  », 
dx 

dp 

-7-  =  sin», 
dy 

dv>           sin» 

d(û              COS» 

dx              p 

—  =  -f » 

4r           p 

dz        dz 

sin»  *fe 

—  =  -7-  cosw 
dx        dp 

p     */» 

d'où 


dz        dz    .            cos»  dz 
—  =  —  sin  »  H ; 

djr        dp  p      d» 


dz  dz  dz 

Xdx^yd^^?'dp' 


on  trouve  ensuite 


d*z  ,    d*z  .  rf2*  .  ,     d*z 

p2  ^—  =  p* cos2»  -7—  —  p  sin 2»  — — ; — h  sur»  -7— 
r   <£ra        r  dp2        r  </p</»  </»' 

<fe  .   ,     dz 

-f-  sin2»  - — h  p  sin2»  -r-j 
dtù  dp 

d*z  .  rf2Z  d*z  .  rf'z 

p2  - — 7-  =  p2sin»  cos»  — h  p  cos 2»  — — = sin»  cos»  -7— 

r   dxdy  dp1        '  dp  dû»  ai»' 

dz  .  dz 

—  cos2»  — p  sin»  cos»  -r-* 

dt*  dp 

d*z  .         dH  .  d*z  m     d%z 

p7  -r—  =  p1  sin2»  -7-7  -h  p  siri2»  -1-  cos2»  — 

r   ày%        l  dp7        r  r/prf»  dw2 

OZ  */z 

—  sin2»  - h  p  COS2»  -r-* 

dtù  dp 

On  en  conclut 

d*z  d*z  d2z  __  cVz  dz 

1  équation  proposée  devient  donc 

• 

d*z 

—  -+-  z  =  o. 

a»- 
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On  connaît  l'intégrale  générale  de  cette  équation  linéaire  ; 
les  constantes  arbitraires  seront  des  fonctions  arbitraires 
de  p,  et  Ton  aura  pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i) 

z  =  $  (p)  cos»  -+-  Y(p)  sinw 

ou  bien,  en  remettant  x  et  jp, 

z  =  a:i(x*-+-jr7)  -+- y ^(«'-f- y'). 

Problème  n°  41. 

Que  devient  l'équation  aux  dérivées  partielles 
d*z  dz  ,  dz 

quand  on  remplace  les  variables  indépendantes  x  et  y  par 
oc1  =  xy  et  y'  =  -  ? 

On  a 

dz  dz        dz  dz         i     dz 

ctr  ^Zr'        d[r  û£r'       y7  dy1 

d*z  __      d*z 

on  trouve  que  l'équation  proposée  devient 

d*z  ,    ..  dz  ,    .         ,mx  dz  .     , 

_  +  2J//J  _  +  *(/_/»)  _  +  *»f>t  =  o; 

elle  est  la  même  que  la  proposée-,  si  donc  zi  =  F(x^y)  est 

une  solution   de  la  proposée ,  zt  =  F  (  xy ,  -  )  sera  une 
nouvelle  solution  de  cette  équation. 
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Oaa 

dp  dp 

-£-  =r  cosw,  -f-  =  sinw, 

dx  dy 


d'où 


dfù 
dx 

sinw 

P 

d& 
dy 

cosw 

=  -f 

p 

dz 
tlx 

dz 

=  -7-  COSW  — 

dp 

sine*  <& 

p      é/w 

dz 
dy 

dz    . 
=  -7-  sin  «  -+- 

4 

cosw  dz 

• 

p       O»' 

dz 

dz  __ 
dy  ~ 

on  trouve  ensuite 

_  d*z  .     a*2s  .  a**z  .  „     o*az 

p2  -r-r  =  P* cos*w p  sin  2  w  -- — ; — h  sur  w  -7— 

r   dx1       r  dp2       r  dpaw  âV 

.     .  dz  .        â*z 

-4-  sin2w  - — h  p  snvw  -7-j 

<7W  «p 

</2s  .  d*z  d2z  .  rf»z 

o2  -. — 7-  =  p2sinw  cosw h  p  cos2w  — — sinw  cosw  — — 

r   dxdy  dp7        r  dp  do*  du>2 

dz  .  dz 

—  cos2w  — p  sinw  cosw  -— » 

au  dp 

d2z  .         d2z  .  d2z  d2z 

p'  -r-—  =  p2  sin2w  -7—  -+■  p  sinsw  — — ; — h  cos'w  — - 
r   d/'        '  dp2        r  dp  du  rfw* 

—  sm2w hpcos^w  — 

aw  dp 

On  en  conclut 

d2z  d2z  d2z        d'z  dz 

Y2 2  .ry h  x2  ——  = -f-  p  —  ; 

J    dx2  J  dxdy  dy2       du2        *  dp1 

1  équation  proposée  devient  donc 

• 

d2z 

—  -t-  s  =  o. 
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On  connaît  l'intégrale  générale  de  cette  équation  linéaire  ; 
les  constantes  arbitraires  seront  des  fonctions  arbitraires 
de  p,  et  Ton  aura  pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i) 

z  =  4>(p)cos»  -t- Y(p)sin« 
ou  bien,  en  remettant  x  et  y, 

Problème  n°  41. 

Que  devient  l'équation  aux  dérivées  partielles 

d}z  dz  ,  dz 

(i)  -j^  -h  2.^'  —  -h  *{y  —  jr>)  —  -f-  x*yH  =  o, 

quand  on  remplace  les  variables  indépendantes  x  et  y  par 
oc'  =  xy  et  y1  =  -  ? 

On  a 

dz  dz        dz  dz         i     dz 

dx  dx1        dy  dx'       y7  dy1 

d%z  _      J2z 
on  trouve  que  l'équation  proposée  devient 

elle  est  la  même  que  la  proposée }  si  donc  zx  =  F(x,  jp)  est 

une  solution   de  la  proposée ,  z%  =  F  I  xy,  -  j  sera  une 
nouvelle  solution  de  cette  équation. 


ao6 
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Problème  n°  42. 

Valeur  de  V intégrale  j xne~x%  dx  (où  n  est  un  en- 
tier  positif. 

Cette  intégrale  a  une  valeur  finie,  car  le  coefficient  de 
dx  est  moindre  que  —  pour  x  très  grand.  Calculons  d'abord 
l'intégrale 

-/ 

•/O 


'o 


Pour  cela,  considérons  l'intégrale  double 


if  e-&%+y%)  dxdy, 


étendue  au  carré  OACB  ou  T  (fîg*  3i)  dont  le  côté  est 


Fig.   3i. 


égal  à  p  ;  on  a 


f  fe-<x*+y*>  dxdy  =  j     e~x%  dx  i    er**  dy  =     Ç   e~**  dx     . 

Si  Ton  fait  croître  p  indéfiniment,  cette  égalité  nous 
montre  que  l'intégrale  double  a  pour  limite  J2.  D'autre 
part,  décrivons,  du  point  O  comme  centre,  entre  Ox  et 

Oy,  deux  arcs  de  cercles  de  rayons  p  et  p  y/2 ,  et  soit  T'9  r" 
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les  deux  quadrants  ainsi  définis;  on  a 
j    Ç  «-<**•**•)  dx  dy<  f  J  e-(**+y*)  dx  dy<  Ç  Ç  e-(*^)  dx  dy. 

Or,  en  coordonnées  polaires,  l'intégrale  étendue  à  V devient 


ir 


f  C  e-r*rdrdb=  f    e-'*rdr  f   dû  =  -  (i  —  c-P1); 


T'  ^0 

et,  de  même,  on  trouve 


f  f  e^1^  dxdy=^(i  —  e-*F  ). 
J  ./p»  4 

Si  Ton  fait  croître  p  indéfiniment,  ces  deux  expressions 

tendent  vers  la  même  limite  ->  qui  est  aussi  la  limite  de 

4 


f  f  e-<*'-^  dx  dy;  d'où  l'égalité 


4  2 


Évaluons  maintenant 


J/*to 
I 
0 


Jli==:  I     xne-**dx. 
'0 


En  premier  lieu;  si  n  est  impair  (n  =  2  A"  H-  1),  l'intégrale 
indéfinie  est  facile  à  calculer;  posons,  en  effet,  x2  =  y; 
l'intégrale  J,j  devient 

-    /    yke-ïdy\ 
•2  •-/<> 

or,  en  intégrant  par  parties,  on  trouve 

/  y*e-y  dy  =  —yke~y-h  k  j  yk~l  e-r  dy, 
et,  par  suite, 

J/»oo 
f     e-y  dy  —  k :  ! . 
0 

Quand  n  est  pair  (n  =  2k)1  il  vient,  en  intégrant  par 
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parties, 

-4-  « /     a?**-*tf-ar,  dx  = Ji* *> 

et,  par  suite, 


i.3.5...(aÀ: —  î)  ¥        i  .3.5. .  .(aA:  —  i)  y- 
J**  =  P J°  = JÊni **' 


Problème  n°  43. 

Montrer  que  V intégrale 

f/    N      rl_ du 

J;    ya»(i»-i)«(tt-ap)« 

est  une  fonction  algébrique  de  x. 

Faisons  un  changement  de  variable  de  la  forme 

lu-±-  m 

v  =  ■ — , 

nu-t-p  - 

tel  que,  aux  trois  valeurs  u  =  o,  u  =  i ,  u  =  x  de  w,  cor- 
respondent trois  valeurs  de  v  indépendantes  de  #,  soit 
y  =  o,  t>  =  i ,  t>  =  oo.  Il  suffit  de  prendre 

u(x  —  l) 
a?  —  a 
c'est-à-dire 

vx 
u  = 


(t>  —  i)~+-x* 
l'intégrale  devient  alors 

i/    n  f*  du 

J0    yai(u-i)tia-*)i 

JT1 x(x  —  i)dv 
[    Vx*  v*(x  —i)*  (e  — 1)« »*(ar  - 1)* 

_  i  r1         d» 
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Si  donc  on  représente  par  co  la  constante    /    ,,,        > 

on  voit  que  J(#)  est  égale  à  » 

yx(x —  1) 

Problème  n°  44. 

Montrer  que  l'intégrale 

T,        .       rl  du 


'(*,r)  =  f 7*T7U     w    — 


*) 


considérée,  soit  comme  fonction  dex,  soit  comme  fonc- 
tion de  y,  satisfait  à  une  équation  différentielle  linéaire 
du  second  ordre  à  coefficients  algébriques  et  rationnels 
enœ,y. 

Faisons  encore  le  changement  de  variable  v  = ^—1 

qui  change  les  valeurs  u  =  o,  u  =  i ,  w  =  #  en  Jes  valeurs 
v  =  ouv  =  i ,  v  =  oo.  Il  vient 

__  y/a?(a?~  i)       /*  dv __  \/x{x  —  i) 


en  posant 

£  = • 

x-  y 

L'intégrale 

est  une  intégrale  hyper  géométrique  et  satisfait  à  l'équa- 
tion 

Pour  vérifier,  d'ailleurs,  ce  résultat  classique,  il  suffit  de 

calculer  le  premier  membre  de  (i)  en  appliquant  la  règle 

T.  —  Bec.  i4 
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de  différcntiation  sous  le  signe  /  :  on  trouve  que  ce  pre- 
mier membre  est  égal  à 

/!2  (v*-+-ivz  —  iv —  z)  , 
3~ ï *' 
v     °     vi  („  _  ,)i (P  _ zy 

intégrale  où  le  coefficient  de  dv  est  la  dérivée  exacte  par 
rapport  à  v  de  la  fonction 

V(p)  =  —  çi(ç  —  i)*(v  —  *)-*, 
et  qui,  par  conséquent,  est  nulle,  quel  que  soit  z. 

V  (  X  •—   I  ^ 

Si  maintenant  on  remplace  z  par  — et  si  Ton 

calcule  /'  t!'  •'  vient 
dx    Ox* 

-L  =  £l  dJ.  =  £l  y(*—y) 

dx       dz  àx       dz  {x —  y)* 

cte*        cte*     (a?  —  j^)*  &r   x  —  y9 

la  fonction  j  de  #  vérifie  donc  une  équation  de  la  forme 

où  A,  B  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x,  y  qui  s'ob- 
tiennent immédiatement.  Enfin,  revenons  à  la  fonction  J 
donnée  par  l'égalité 

yX(x—\)9 


3 
J  =/  X 


y  —  x     ' 


si  Ton  pose 

W==  dx™*J9  '  ~  dx 

l'équation  (2)  s'écrit 


?=T-logy,        *= --logJ, 


(S+f) 


•fB+-9  =0; 
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remplaçons  <j>  par 

^       r  r  * 

Sx       Z(x —  i)        y —  x 

3>  vérifie  une  nouvelle  équation 


Ai^  +  ^-f-B^-f-C^o, 


où  Af,  B|,  Ci  sont  des -fonctions  rationnelles  de  x,  y;  la 
fonction  J  satisfait  donc  à  l'équation 

A»tot-+-Blsi-4-Cl,Œ0- 

■ 

11  est  clair  que  le  même  raisonnement  prouverait  que  J 
satisfait  aussi  à  une  équation 

A    à*3      n  âJ       n  _ 


■    où  A2,  B2,  C2  sont  rationnels  en  x,  y. 


Problème  n°  45. 

Transformer  V équation  différentielle  linéaire  du 
troisième  ordre 

f    en  prenant  comme  nouvelle  variable  X  =  -%-  et  comme 

nouvelle  fonction  Y  =  x  ~-  — y  (transformation  de 
Le  gendre). 

Si  l'on  élimine  x  entre  les  équations 


(.)  x- g-*.),.    Y—g-r-tc), 


•4. 


1   . 
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Y  devient  une  fonction  de  X,  et  Ton  trouve  aussitôt  pour 
dX 

d\  -  <?'  -       y 

en  supposant  toutefois  que  y  n'est  pas  identiquement  nul. 
Toute  courbe  du  plan  des  x,  y  qui  n'est  pas  une  droite  se 
transforme  donc,  d'après  (i),  en  une  courbe  du  plan  des 
X,  Y  qui  n'est  pas  une  droite,  et  entre  les  deux  courbes 
existent  les  relations  réciproques 

(2)    x  =  £>     *  =  "£-"     *  =  dï>     r  =  xdx~y- 

Ceci  posé,  partons  d'une  équation  différentielle 

^  a£  +  A(.)g  +  B(.)g  +  C(.),-o; 

calculons  t—  et  -y-%  en  fonction  de  X,  Y  et  des  dérivées 
dx1        dx* 

deY(X);il  vient 

dX  i 


d*y  _  dy  _  dX  _. 

dx*   ~~  dx  ~~  dx  ~~  <i*Y   ._  ~~  (d*\y 

dxtdX      \dX*) 

d*Y  d*Y 

d*y  _  dy" rfX»       dX  _  __      dX* 

dx^  ~~  dx  ~"       /^Y\2  dx  ~~       /rf>YV* 

Uxv  w*v 

Si  donc  on  représente  par  Y',  Y",  Y'"  lès  dérivées  succes- 
sives de  Y(X)  par  rapport  à  X,  l'équation  transformée  sera 

(4)  Yw=A(Y')Y'2-h[B(Y/)X4-G(Y,)(XY'-Y)]Yir5. 

En  particulier,  si  les  coefficients  de  (3)  sont  constants 
(A  ==  a,  B  =  6,  C  =e=  c),  l'équation  (4)  s'écrit 

(5)  Y"'=  aY'*-h[ôX  +  c(XY'~  Y)]Y'», 
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et  cette  équation  s'intègre,  par  conséquent,  à  l'aide  de  la 
transformation  (i). 

Remarque.  —  On  voit  immédiatement  que  les  équa- 
tions (2)  expriment  que  les  deux  courbes  ^  =/(#), 
Y  =  F(X),  sont  polaires  réciproques  l'une  de  l'autre  par 
rapport  à  la  parabole 

y  =  —  - 
'        2 

A  deux  courbes  tangentes  du  plan  des  x,  y  correspondent 
deux  courbes  tangentes  du  plan  des  X,  Y.  La  transforma- 
tion (1)  (qui  est  la  transformation  de  Legendre  pour  le 
cas  de  deux  variables  x,  y),  est  le  type,  pour  le  plan,  des 
transformations  appelées  par  M.  Sophus  Lie  transforma- 
tions de  contact. 


Si,  au  lieu  de  la  parabole  y  =  —>  on  prenait  comme 
conique  directrice  le  cercle 

a?*  -+■  y1  -+- 1  =  o, 

Jes  relations  entre  la  courbe  y  =  f(x)  et  sa  polaire  réci- 
proque Y4  =  Ft  (X^  seraient 

dXx 

Xl5xI"Yl 

On  peut  effectuer  la  transformation  (i)'  en  effectuant 
d'abord  la  transformation  (i),  puis  la  transformation  ho- 
mographique 

(O  X|  =  "-y"'         Yt  =  y* 

Il  est  loisible  encore  de  dire  que,  étant  donnée  une 


r 

a\x          x 

dy 

xTx-y 

1 

rfXj  ~~      y* 
dy          X, 

Xl5x;~Yi 

dx"      Yt* 

I 
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courbe^  =/(#)  et  une  droite 

(6)  ^  =  *X-Y, 

la  condition  pour  que  la  droite  soit  tangente  à  la  courbe 
se  traduit  par  une  relation  Y  =  F(X);  les  deux  fonctions    J 
y=f(x),  Y  =  F(X)  se  déduisent  Tune  de  l'autre  par  la 
transformation  (i)   Si,  au  lieu  de  prendre  la  droite  sous 
la  forme  (6),  on  la  prend  sous  la  forme 

ayXt-H^Yi-Hisso, 

les  fonctions  y  =  f(x)  et  Y,  =  Ft  (X4)  se  correspondent 
par  les  formules  (i)\ 

Problème  n°  46. 

Transformer  l'équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  linéaire  et  homogène 

ko*z  _>    d*z         nd*z  ^dz  „dz        _, 

ox*  ox  dy  oy1  âx  dy 

en  prenant  comme  nouvelles  variables 

X  —  —  Y  —  — 

~  âx9  ~~  dy 

et  comme  nouvelle  fonction 

„         dz  dz 

dx       J  dy 

(Transformation  de  Le  gendre,) 
Des  deux  équations 

(I)       Xz=  £-?(*>  y^     Y= ^  =  w*>y)> 

on  peut  tirer  x  et  y  en  fonction  de  X,  Y,  pourvu  toute- 
fois que  le  déterminant  fonctionnel  -r-r  -r--  —  (  .    f    )    ne 
*  ox*  oy*        \dxdy/ 

soit  pas  identiquement  nul;  si  l'on  remplace  x  et  y  en  X, 
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Y  dans  l'équation  ' 

.v  „         dz  dz  v  •         x 

Z  devient  une  fonction  de  X,  Y.  Appelons,  pour  abréger, 
/?,  q  les  dérivées  premières,  r,  s,  t  les  dérivées  secondes 
de  z(x,  y),  par  rapport  à  xy  y;  appelons  de  même  P,  Q 
et  R,  S,  T  les  dérivées  premières  et  secondes  de  Z(X,  Y) 
par  rapport  à  X,  Y.  Calculons  P,  Q,  R,  S,  T.  Différen- 
tions  les  égalités  (i)  et  (2);  il  vient 

dX  =  r  dx  h-  s  dy,   •    <H  =  s  dx  -h  t  dy, 
dZ  =  x  dp  -h  y  dq  =  x  dX  -+-  y  dY. 

Si  donc  on  prend  X,  Y  comme  variables  indépendantes, 

la  différentielle  totale  deZ  est  égale  à  xdX.-i-ydY,  d'où 

les  deux  égalités 

dZ  dZ 

Gomme  ces  égalités  sont  résolubles  par  rapport  à  X,  Y, 
puisqu'elles  équivalent  aux  égalités  (1),  RT  —  S2  ne  sau- 
rait être  identiquement  nul.  On  voit  donc  qu'à  toute  sur- 
face non  développable  z  =f(x,y),  la  transformation  de 
JLegendre  fait  correspondre  une  surface  non  développable 
Z  =  F(X,  Y),  et  ces  deux  surfaces  sont  liées  par  la  cor- 
respondance réciproque 


(3) 


X  —  — 
~  dx 

ày9 

„          dz           dz 

L  =  x  —  -+-  y  —  ■ 
dx      J  dy 

—  *> 

àZ 
X=zdX9 

dZ 
'=3Y' 

Y  dZ       v  dZ 

*-XdX~hYdY' 

-Z. 

Calculons  maintenant  les  dérivées  secondes  R,    S,  T 
de  Z.  Nous  avons 

R  =  (>l?-Cte  d*Z    _dy 

e)X*  "~  dX'  ~  dXdY  "~  dX' 


2l6 
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x  et  y  étant  les  fonctions  de  X,  Y  définies  par  (i).  Déri- 
vons donc  ces  équations  (i)  par  rapport  à  X  (en  laissant  Y 
constant);  on  trouve 

dx  dy  dx       M  dy 


el,  par  suite, 


R  =     .  *      ,         S  =  - 


rt  —  s*  rt  —  s* 

On  trouverait  de  même 


T  = 


r 


En  définitive,  on  a 

R        s         T       «  u        ,       , 

—  =  =  —  =  —,     avec     h  —  rt  —  **. 

t        —  s       r        h 

et  il  suit  de  là  que  RT  —  S2  ou  H  est  égal  à  -r< 
La  transformée  de  l'équation  donnée  est  donc 

o  =  A(P,  Q)  T  -  aB(P,  Q)  S -t- G(P,  Q)  R 

(RT-S*)[2D(P,Q)X-h2E(P,Q)Y-+-F(PX-+-QY  — Z)]. 


Si  l'équation    donnée  est  à  coefficients   constants,    la 
transformée  s'écrit 

aT  -  26S  h-  cR  +  (RT  -  S*)[arfX  h-  2e Y  +/(PX-t-  QY  —  Z)]  =  o, 

En  particulier,  les  équations 

r  -h  £  =  o,         r  —  £  =  0,         r  -\-ibs  —  *  =  o 

restent  invariantes  dans  la  transformation  de  Legendre. 
Remarque.  —  Les  égalités  (3)  définissent  la  corres- 
pondance entre  une  surface  non  développable  z  =  f(x,y) 
et  sa  polaire  réciproque  relativement  au  paraboloïde 

x*-*-y* 


z  = 


2 


On    peut    dire  encore   qu'étant    donnée   une   surface 
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z  =/(x,y)  (non  développante),  la  condition  pour  que 

le  plan 

(4)  z  =  xX-hyY  —  Z 

soit  tangent  à  cette  surface  s'exprime  par  une  certaine 
condition  Z  =  F(X,  Y).  Les  deux  fonctions  z  =  J(x,y) 
et  Z  =  F(X,  Y)  satisfont  aux  relations  (3). 

Si  l'on  prend  comme  quadrique  directrice  non  plus  le 
paraboloïde  iz  =  x2-\-y2,  mais  la  sphère 

x*  -\-yl  -f-  z*  -f-  I  —  O, 

ou  encore,  si  l'on  prend  l'équation  du  plan  tangent  non 
plus  sous  la  forme  (4)>  mais  sous  la  forme 

xXj  -\-yYt  -+-  zZt  h-  i  =  o, 

les  deux  fonctions  z=f(x,y)  et  Z,  =  FI(X1,YI)  se 
déduisent  l'une  de  l'autre  par  les  formules 


X,= 

(3)' 


dz 
dx 

dz 
Y  -        dy 

dz           dz 

x  3 h  y  -7 z 

dx      y  dy 

dz           dz 
dx          dy 

i 

...  y 
■  z 

dx 

dz 

+  >'Ty-* 

et  les  formules  réciproques.  On  peut  effectuer  Ja  transfor- 
mation (3 )'  en  effectuant  d'abord  la  transformation  (3), 
puis  la  transformation  homographique 

Xi=-y->         Y^—,         zi=Z- 

Problème  n°  47. 

Appliquer  la  même  transformation  à  V équation  li- 
néaire aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

H*,y,  *)■£  +  B(a?>^-  *)  £  -*-  G(ar,7,  z)  =  o. 
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Considérons  d'abord  une  équation  quelconque  da  pre- 
mier ordre;  elle  renferme  au  moins  une  des  variables  />,  q, 
soit/>,  et  l'on  peut  l'écrire 

(a)    z—px  —  qy^g^Xiytp^q)        ou        p  =  g(x,y,  q\ 

suivant  qu'elle  dépend  ou  non  de  z  explicitement.  Si  Ton 
applique  la  transformation  de  Legendre,  l'équation  de- 
vient 

Z  =  *(P,  Q,  X,  Y)        ou  bien        X  =  *(P,  Q,  Y). 

Mais  on  ne  peut  introduire  cette  transformation  qu'au- 
tant que  les  surfaces  z  =■  f(x,y)  définies  par  (a)  ne  sont 
pas  toutes  développables.  Montrons  que  toutes  les  équa- 
tions (a),  qui  ne  définissent  que  des  développables,  sont 
de  la  forme  G  [/>,  y,  (z  —  px  —  qy)\  =  o.  En  effet,  diffé- 
rentions  la  première  équation  (a)  (le  même  calcul  s'appli- 
querait à  la  seconde);  il  vient 

-xdp-ydq  =  d£dx+  *dy+  dfpdp  +  d£qdq, 
c'est-à-dire 


(*) 


Pour  que  toutes  les  surfaces  définies  par  (a)  soient  dé- 
veloppables, il  faut  et  il  suffit  que  la  relation  rt  —  s-  =  o 
soit  une  conséquence  des  deux  précédentes,  c'est-à-dire 
que  ces  deux  relations  entraînent  les  suivantes  : 


dg 

r  _  s  _  ^x 

s  ~  ~t  ~~  dg' 

ày 
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Ait  Aat 

l'équation  r  ~  —  s  -p  =  o  doit  donc  se  confondre  avec  la 

première  relation  (6),  ce  qui  n'est  possible  que  si  -^  est  nul  ; 

de 
on  voit  de  la  même  manière  que  —■  doit  être  nul.  Il  faut 

donc  que  g  ne  dépende  pas  de  x,y\  cette  condition  est 
d'ailleurs  suffisante,  car,  si  elle  est  remplie,  les  condi- 
tions (6)  donnent 

r  __  s  __      \dq     *  J 
Il  est  facile,  d'ailleurs,  d'intégrer  l'équation 

z—px—  qy  =  g(j>,q). 

Elle  admet,  en  effet,  une  intégrale  complète  formée 
d'une  famille  de  plans  à  deux  paramètres,  à  savoir  :  la  fa- 
mille des  plans  z  =  p0x  4-  Çoy-h  g(Po>  #o)j  qui  enve- 
loppent une  surface  S,  solution  singulière  de  l'équa- 
tion (a).  La  transformation  de  Legendre,  appliquée  à 
l'équation,  donne  seulement  Z  =  ^(X,  Y),  équation  de 
la  polaire  réciproque  de  S  par  rapport  au  paraboloïde 

z  = • 

2 

Pour  l'équation  p  =  g(q),  les  plans 

z  =  g(qo)x  -h  q0y  -h  const. 

sont  parallèles  aux  plans  enveloppes  d'un  cône,  ou  paral- 
lèles à  une  droite  fixe  dans  le  cas  particulier  où  g(q)  est 
de  la  forme  a  -rj-  bq. 

Ces  équations  G[p7  qy  {z  — px  —  qy)]  =  o  sont  les 
analogues  de  l'équation  de  Clairaut. 

Arrivons  maintenant  à  l'équation  linéaire 

(c)  X(x,y,  z)  — -h  B(xyy%  z)  ~  -f-  Q(x,y,  z)  =  o. 
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Dans  le  cas  particulier  où  A  =  olx  -f-  {3,  B  =  ay  -f-  y, 
C  =  —  olz  -+-  8,  l'équation  est  de  la  forme 

ai(z—px  —  qy)  =  P/H-Y?  -+-8 

et  rentre  dans  la  classe  précédente.  Dans  tous  les  autres 
cas,  la  transformation  de  Legendre  est  applicable  et  donne 

l  A[P,Q,(PX4-QY-Z)]X-f-B[P,Q,(PX-hQY-Z)]Y 
(   }     I      +  C[P,Q,(PX+-QY  —  Z)J  =  o. 

En  particulier,  quand  z  ne  figure  pas  explicitement  dans 
(c),  on  a 

«)  A(P,  Q)X  ■+■  B(P,  Q)Y  -h  C(P,  Q)  =  o. 

La  transformation  de  Legendre  ramène  donc  une  équa- 
tion de  la  forme  (e)  à  la  forme  linéaire.  Il  en  est  de  même 
pour  l'équation 

A(P,Q)X+B(P,Q)Y4-G(P,Q)Z+D(P,Q)  =  o. 
Par  exemple,  s'il  s'agit  d'intégrer  l'équation 
(i)  <     Z  =  PQ, 

on  écrit  celte  équation 

Z  —  PX  -  QY  =  PQ  —  PX  -  QY, 
et,  en  appliquant  la  transformation  de  Legendre,  on  trouve 
(2)  px  -4-  qy  —  xy  —  z  —  o. 

Il  faut  intégrer  le  système 

dx  __  dy  __       dz . 

x  ~~~  y   ~~"  xy  -+-  z 

La  première  équation  donne  y  =  v.x\  on  a  ensuite 

dx  dz 
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qu'on  rend  homogène  en  posant  x2  =  Ç  et  qu'on  intègre 
ensuite  en  faisant  z  =  u%.  On  trouve  ainsi 

x  r  x 

L'intégrale  générale  de  (2)  est 


z  =  xy  + 


-»(f) 


o  désignant  une  fonction  arbitraire,  et  on  a 

Y  =  q  =  x  +  ?'(Zy         Z=xy, 
ou  encore,  en  posant  xy  =  u2,  -  =  c2, 

X=wi>-4-«ï>(p)  —  1-^Jy 
v    '  2 

Y  =  -  -h  -* ■  9         Z  =  u2. 

La  fonction  Z(X,  Y)  ainsi  définie  est  l'intégrale  géné- 
rale de  (1). 

Problème  n°  48. 

Intégrer  Véquation  aux  différentielles  totales 
(i)  (cy —  bz)dx  -h  (az  —  cx)dy  -+•  (bx  —  ay)dz  =  o, 
et  Véquation 

L'équation  (1)  équivaut  aux  d3ux  équations  d  stinctes 
(3)        —  (bx  —  ay)-h  cy  —  bz  =  o,         -r^(6a?  — ffp) -t- a* —  ca?  =  o. 
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Ges  deux  équations  admettent  une  intégrale  dépendant 

d'une  constante  arbitraire,  si  les  deux  valeurs  de  >  ■>    >  dé- 

7  àxoy 

duites  de  (3)  et  exprimées  en  x,  y,  z  coïncident.  Or  on 
trouve,  en  différentiant  par  rapport  ky  la  première  équa- 
tion (3), 

diz      -  (c—  b  5~)  (*>*  —  ar)  -  *(cy  —  **) 

dx dy  ~~  (bx —  ay)1 

—  c(bx  —  ay)  —  a(cy  —  bz)  —  b(az  —  ex) 

~~  (bx  —  ay)r 

On    trouverait  de  même   ,    >    =  o,  d'après  la    seconde 

équation  (3);  le  système  (3)  admet  donc  une  intégrale 
dépendant  d'une  constante  arbitraire. 

Pour  trouver  cette  intégrale,  intégrons  d'abord  la  pre- 
mière équation  (3);  le  système 

dx        __      — dz  dy  __ 

bx  —  ay  ~"  cy  —  bz9  dx  ~~ 

donne  aussitôt 

cy  —  bz 

tirons  z  de  cette  équation  et  portons-le  dans  la  seconde 
équation  (3);  il  vient,  toutes  réductions  faites,  pour  dé- 
terminer v(y),  . 

(bx  —  ay)*-£-=o, 

donc 

<p  =  C. 

•    L'intégrale  cherchée  est  donc 

cy  —  bz      r 

T =  Lu 

bx — ay 
On  peut  procéder  d'une  façon  plus   symétrique  de  la 
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manière  suivante  :  on  sait  qu'étant  donnée  l'équation 

pour  laquelle  la  condition  d'intégrabililé  est  identique- 
ment vérifiée,  on  peut  employer  comme  système  auxi- 
liaire le  système 

dx       __        dy        _        dz 

(4)  dB_^-^_£^~dA_<)B' 

dz        dy       dx       dz        dy        dx 

et  si  a  =  g(&iyiz)i  P  =  h(x,y,  z)  sont  deux  intégrales  pre- 
mières de  (4)î  il  faut  intégrer  l'équation  du  premier  ordre 

(5)  Mrfa  +  Nrfp  =  o, 

[a,  j3,  5?  étant  pris  comme  variables,  au  lieu  de  x,y,z, 
et  x  s' éliminant  de  (5)]. 

En  appliquant  cette  règle  à  l'équation  (i),  il  vient 

dx  __  dy  _  dz 
a    ~~    b   ~~    c  ' 

et,  par  suite, 

ex  —  az  =  a,         bx  —  ay—$\ 
puis,  en  prenant  a,  p,  x  comme  variables,  on  trouve 

ou 

ad$  —  $dz  =  o, 

donc 

a  ex  —  az      n 

P  oa?  —  ay 

Quant  à  l'équation  (2),  on  vérifie  encore  aisément  que 
la  condition   d'intégrabililé   est   remplie  identiquement. 
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Pour  intégrer  cette  équation  d'après  le  dernier  pn 
formons  le  système  (4)  qui  est  ici 

dx  dy  dz 

z — y  ~~  z —  x      y —  z' 

on  trouve  aussitôt,  en  ajoutant  terme  à  terme,  ou  ei 
tipliant  (avant  d'ajouter)  les  deux  termes  des  troi 
ports  par  x,y,  z  respectivement  : 

x  -\- y  -h  z  =  a,        X*  -hy*-t-z*  =  p. 

Si  Ton  prend  a,  (3,  x  comme  variables,  l'équatn 
devient 

ou  bien 

aa  H-  - L  =  o.         a  —  -  =  const. 

a*  a 

L'intégrale  cherchée  est 

xy+yz  +  zx  ___ 
x-hy  +  z 


te.' 
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APPLICATION  DU  CALCUL  INTÉGRAL  A  LA   SOLUTION 

DE  DIVERSES  QUESTIONS 
RELATIVES  AUX  COURBES  ET  AUX  SURFACES. 


Problème  n°  I. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  cour- 
bure est  une  fonction  donnée  de  l'angle  ce  que  fait  la  tan* 
gente  à  la  courbe  avec  une  droite  fixe. 

Prenons  la  droite  fixe  pour  axe  des  x,  et  soit 

*  p  =/(«). 

On  a  les  formules 

p  =  -7-»      dx  =  ds  cosa,     dr  =  ds  sin  <x  ; 
1        «a 

on  en  déduit 

dx=f(<x)cos*dct,     dy  =/(a)  sin  a  da. 

et  en  intégrant  et  désignant  les  constantes  arbitraires  par  x0 

etjTo, 

(i)         x  — x,=ff(<i)  cos  *da,     y  —  r0  =  //(a)  sinxi/a. 

On  voit  que  toutes  ces  courbes  s'obtiennent  en  transpor- 
tant l'une  d'elles  parallèlement  à  elle-même;  ayant  x  uly 

en  fonction  de  a,  on  pourra  construire  la  courbe. 

ï 

T.  —  Rcc.  10 


•\- 
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APPLICATIONS. 

i°  /(«)  =  a  •,  les  formules  donnent 

a:—  x0z=aûna,     y —  ^»=  —  acoscs, 
d'où 

On  trouve  donc  une  circonférence  de  rayon  a%  placée 
d'une  façon  quelconque. 

a0  y*(a)=  -r-y-;   en   appliquant  les   formules    (i),    en 
trouve 

x  —  x0  =  fl  f     .   .     aa  =. 7-r-9 

2  sin'a 


/COSa     , 
si  n'a 

■t-t-  =— «cotaj 
sin'a 


éliminant  a,  on  a 


équation  d'une  parabole  de  paramètre  a,  dont  l'axe  est  pa- 
rallèle à  OX. 

3°  f(a)  =  — p-  ;  ne  tenant  pas  compte  des  constantes  xê 
elyoi  nous  avons 

C  daL  .  /«         a\ 

x  —  a\  =  a  log  tang    7  H )  * 

J  cosa  \4        2/ 

/'  sîn  a    .            a 
■ aa.  z=z  • 
cos2a              cosa 
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On  en  déduit 

rî=cot(j  +  j), 

-  (e2  -t-  e")  =  —  =-• 


On  a  donc 


a  cosa       a 


•a 


r 


équation  d'une   chaînette  dont  l'axe  est  perpendiculaire 


sur  Ox. 


4<>  f(*)  =  aer*  : 

a?  =  afe"1*  cosa  r/a,     /•  =  aj'ef9  sina  */a, 

ou,  en  effectuant  les  intégrations, 

ad"19,                          .                         de""1 
jn  =  ,  (/wcoaa  H-  sina),     y  = (m  sina  —  cosa); 

passant  aux  coordonnées  polaires  r  et  0,  nous  avons 

T 

tanga 


r — >      « 

LclUg  V  

I 

1  H tanga 

UlIJg 

en 

faisant 

m 

=  coti, 

on 

a  donc 

0  = 

=  a  —  /, 

et 

par  suite 

r  =  a  sin 

l  !«"(•+'), 

r=asinie'eoM 

jyQCOtl 

équation  d'une  spirale  logarithmique. 


i5. 
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5°  f(*)  =  aa: 


x  =  afoi  CO&  a  da,     y  =  a  fa.  sin  a  da; 


en  intégrant  par  parties,  on  a 

fa  cosa  da.  =      a  sin  a  4-  cosa, 
fa  sin  a  //a  =  —  a  cosa  4-  sin  a 

x=za  cosa  -+-  **a  sin  a, 
^  =  a  sin  a  —  a  a  cosa; 

la  courbe  est  une  développante  de  cercle.  Soient,  en  effet 
(/?£.  32),  la  circonférence  OA  de  rayon  a,  BOA  =  a,  la 


Fig.  32. 

a/   ys^ 

A*      \ 

j 

tO 


tangente  BM  égale  à  l'arc  AM,  x  et  y  les  coordonnées  du 
point  M;  on  a,  pour  x  etj^  les  expressions  trouvées  précé- 
demment. 

6°  f(a)  =  a  sina  : 


a 


a 


x  z=z  -  fsuï2ada  -+-  xê—  y  (1 —  c0S2ai: 
2^  4 


a 


en  faisant  x0  =  7» 

4 


« 


>  =  afsm2ada  =  y  (2a  —  sin 2 a}. 
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Soit  icn  =  (3,  nous  aurons 

x  =  j  (i  —  cosp),    7  =  j  (p  —  sinp). 

On  reconnaît  les  équations  d'une  cycloïde  a  engendrée 
par  un  cercle  de  rayon  y  >  roulant  sans  glisser  sur  Taxe  desjj'. 
j°  f(a)  z=z  asinmx  : 

x 

-  =  /*cosasinmac/a, 


Y 


—  ==  fsin  a.  sin  m  oi  dxt 
ou  bien 


2«P 

—  =      J* sm'i -\- m) <x.d<x — ./sinfi —  m)adxy 


2  y 

—  = — fvos[i  +m)arfa  -f-y*cos(i  —  m)a.doL; 


a  a 


x  =  -7 cosfi  —  /n)a ; cosfi  -4-  m)a, 

2fi  —  m)  2(1  -+-  /w)        v 


a  .     ,  a 


y  =.  —. r  sin  'i  —  m)cL ; sinfi  +  m)  a. 

2(1— -m)  '  2(1  + m)       v  ' 

Je  dis  que  cette  courbe  est  une  épi  cycloïde.  Supposons 
d'abord  m  <  i ,  et  faisons  rouler  le  cercle  O'  de  rayon 

R'  =  —, :  extérieurement  sur  le  cercle  O  de  rayon 

2(l  +  /72)  J 

l\  = a  :  nous  aurons,  pour  les  coordonnées  du  point  M, 


R'  R'  -+-  R 

X  =  (R  +  R')  cos  ^  ?'-  R'cos       ^      ?', 

Y  =  (R^R')sin^?'-R'sin^^?'. 
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ou,  en  remplaçant  R  et  R'  par  leurs  valeurs, 


X  = 


Y  = 


a 


cos 


i  —  m 


2(1  —  m)  im 

a  .1  —  m 


a               1  -f-  m    , 
cos f, 


2(1  -4-  m) 


2/72 


sin 


.     1  +  m 
__ .  gm -.' 

a(i-h/7i)  2m    T 


2(1  —  m)  im 

Soit  a  (/*£.  33)  l'angle  CTx  que  fait  la  tangente  à  l'épi 

Fig.  33. 


cycloïde  avec  Ox\  on  a 


T  2 


&  <»* 


R)  = 


—       - 1 

im 


Donc  enfin 


X  = 


Y  = 


-7 r  cosfi  —  m)0L -  cosfi  -f-  m)a, 

2(l  —  /72)  V  '  2(l-+-/7ï)  v  ' 


a 


2(1  —  m) 


sin(i  —  m)ai  — 


2(1  -4-  m) 


sin  1  ■+•  m)a. 


Ce  sont  les  formules  trouvées  précédemment. 
Soit  maintenant  m  ^>  1 ,  nous  avons 


—  x 


cos(/72  —  ija  4-  n/^    t     v  cos(m-f-  i)a, 


i(m  —  1) 


2(m  -f- 1) 


a 


2(/n  —  1) 


sin(/7i  —  i)a  + 


a 


2(/n  -h  ij 


sin  (m  4-  i)a. 


Je  dis  que  cette  courbe  est  une  épicycloïde  engendrée 
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par  un  point  d'une  circonférence  O'  de  rayon  R'=r  — -. — 33-T» 
roulant  à  l'intérieur  d'une  circonférence  fixe  O,  de  rayon 


R  = 


ma 


rrr  —  1 


On  a  en  effet  {fig.  34)  >  pour  les  coordonnées  du  point  M, 
X  =  (R  —  R' )  cos  \  <p'  4-  R'  cos  R"~R/  9' , 

R  R 

Y  =  (R  -  R')  sin  %  <f'—  R'  sin  R~~R'  ?', 

R  R 


ou,  en  remplaçant  R  et  R'  par  leurs  valeurs, 


X  = 


Y  = 


a 


2(/»  +  i) 


a 


2(m  +  i) 


cos  (m  -f-  1) 


2/w       2(m  —  1) 


? 


sin  (m  -f-i)  — 


a 


2/ra       2(/w  —  1) 


cos(m  —  1)  —  9 
v  '  2/n 


sin  (m  —  1)  -^; 


a  étant  l'angle  que  fait  la  tangente  à  l'épicycloïde  avec  Ox, 
on  trouve 


et  l'on  voit  que 


2m 


X=:  —  x    et    Y  ~ — y. 


Donc  la  courbe  est  bien  une  épicycloïde. 
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8°  /(«)  =  p         >,.  On  aura 

•  (i  —  e'cos^a)* 


/cosac/a                   /*            </sina 
1  =P   I  ï' 
(i  — e'cos'a)*          J  (i  —  «f'-M^rin'a)1 

J"       sinai/a                         /*        */cosa 
I=~P   !  I> 
(i—  e'cos'a)2               J    (i  — ^cos'a)' 


et,  en  intégrant,  il  viendra 


p  sina 

X  —  X%  rz:  —  -? 

1  —  **  v/1  —  tf*cosaa 


cosa 

r  —  r«  =  —  /> 


^i  — e*cos*a 


On  tire  de  là 


équation  d'une  ellipse  si  e  <^  i  ;  son  grand  axe  est  parallèle  à  la 

droitefixe;  les  longueurs  des  demi-axes  sont  -        a  et  - 

1  —  e       yi  —  e* 

Problème  n°  2. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  la  longueur  de  l'arc, 
compté  à  partir  d'un  point  fixe,  est  une  fonction  de 
l'angle  a  que  fait  avec  une  droite  fixe  la  tangente  à  l'ex- 
trémité de  l'arc. 

*  =  ?(«); 

on  en  tire 

ds=:tf'(x)d*,     p=f'  (a)=/(a). 
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On  rentre  dans  le  problème  précédent;  on  verra  ainsi  que 

s  ~  a<x  donne  un  cercle  de  rayon  a  ; 


s  =  a  tang  a 

» 

une  chaînette  ; 

s  =  «g*8 

» 

une  spirale  logarithmique; 

a  a* 

2 

» 

une  développante  de  cercli 

s  =  acoSa 

» 

une  cycloïde  ; 

s  =  a  cos/fta 

» 

une  épicycloïde. 

Problème  n°  3. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  cour- 
bure est  une  fonction  donnée  de  l'arc  compté  à  pwtir 
d'un  point  fixe. 

L'équation  p=f(s)  est  du  troisième  ordre,  car  elle  con- 
tient une  intégrale  s  =  1 1  /  i  -+-  -^  dx,  qu'on  ne  pourra 

faire  disparaître  que  par  une  différentiation,  ce  qui,  avec  dp, 
introduira  ym.  L'intégrale  générale  devra  donc  renfermer 
trois  constantes. 

A.  cause  de  p  =  -—  ?  il  viendra 

ds 


daL  = 


d'où,  en  désignant  par  a0  une  constante, 

C  ds 

une  fois  l'intégration  effectuée,  on  tirera  de  l'équation  pré- 
cédente s  en  fonction  de  «,  et  l'on  rentrera  dans  le  dernier 
problème. 
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APPLICATIONS. 


S9 

i°  a (p  —  a)  —s*  ou  f(s)  =a-\ —  : 


s 
a  —  oiê=    /  -=arctang- 


? 


*  =  ûtang(a~  a.); 

la  courbe  est  donc  une  chaînette. 

a°  p  =  ms  ou  /*(•*)  ==  ins  • 


a  —  a-  =   I >     J  =  «"•(•""••J  ; 

J  nu 


la  courbe  est  donc  une  spirale  logarithmique. 

3°  p*-{-s*=a*  ou/($)  =  yja*  —  s1  : 


s=  *z  sin(a  —  a*); 


.    5 
arc  sui  -  : 
a 


la  courbe  est  donc  une  cycloïde. 


'•S+Ê-'./w-V'-S' 


a  s 

=  —  T  arc  cos  -  ? 
6  a 


b  i       \ 

s  =■  a  cos  —  (a  —  a„ J  ; 


a 


la  courbe  est  donc  une  épicycloïde. 
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5°  p,==  205,  f(s)  =  ^zas  : 

—  Ç  ds  —  fl 

5  =  a[a.  —  a0)a; 
la  courbe  est  donc  une  développante  de  cercle. 

Problème  n°  4. 

Trouver  une  courbe  telle  que,  si  on  lui  mène  une  nor- 
male en  un  point  quelconque  M,  laquelle  rencontre  Ox 
en  P,  le  lieu  du  milieu  de  MP  soit  la  parabole  y*  =  ax. 

Soient  x  et  y  les  coordonnées  du  point  M$  xt  et  yt  celles 
du  milieu  de  MP  ;ona 


,   '  rdx 

2    ax 

y* =z  iXt 

jr]z=axl; 

il  en  résulte 

ou  bien 

d.y*        1     .            . 

~f ja=  —  4*î 

ax         a 

c'est  une  équation  linéaire,  relativement  à  y*  \  intégrant 
par  la  formule  connue  et  désignant  la  constante  arbitraire 
par  C,  il  vient 

y2=ê"  \C—/ifxe~«dx), 

X 

y*=C^-t-/{a(x  -ha). 
Uest  à  remarquer  que  Tune  des  courbes  ainsi- obtenues 
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est  la  parabole 

y*z=^a(x  -f-  à), 

ayant  même  axe  que  la  proposée  et  un  paramètre  qua- 
druple. 

Problème  n°  5. 

Trouver  les  courbes  telles,  que  l'ordonnée  à  l'origine 
de  la  tangente  soit  égale  à  hxmy  n. 

On  aura 

dr 

dx        x 

C'est  une  équation  de  Bernoulli  -,  on  peut  l'écrire 

i       d.yx-*        yx~n 


i  —  n      dx  x 

d.y*-*        i  —  n 


=  —kx*-\ 


dx 


yx~*  = —  X-(i  —  /i).*1"-1; 


en  intégrant  cette  équation  linéaire,  il  viendra 
y*-*  =  xl~n[C  —  X-(i  —  n)  fx™**-*  dx\, 

(i)  r|-»=C«1-"—  h  — ^-^ — af. 

x  '  m  -f-  n  —  i 

Lorsque  m  -f-  n  =  i ,  il  faut  prendre 

^=  Af-"[C  —  *(l  —  71  )  l0gx]. 

Quand  on  fait  m  =  o,  n  =  a,  l'équation  (i)  donne 

-  =  -  -+-  X; 

c'est  l'équation  d'une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont 
parallèles  aux  axes  coordonnés. 
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Lorsque  m  =  o,  n  =  —  i,  on  a 
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on  trouve  donc  une  série  d'ellipses  ou  d'hyperboles  ayant 
leurs  axes  dirigés  suivant  les  axes  Ox  et  Oy,  et  tangentes 

aux  droites  j'  =  db  \fk. 


Problème  n°  6. 


Trouver  une  courbe  AM  telle,    que  l'abscisse  xt  du 
centre  de  gravité  G  du  segment  compris  entre  l'axe 


Fig.  35. 

y 

tt 

a 

§ 

r 

c 

»       Q       1 

P 

X 

de  x,  l'axe  des  y,  la  courbe  et  V ordonnée  variable  MP 
soit  une  fonction  donnée  f(x)  de  l'abscisse  x  du  point  M. 


On  a 


on  en  tire 


x,  = 


o 


xy dx 


Jf*X 
ydx 
0 


=/(*); 


xydx=f[x)   I      ydx 

O  VO 

et,  en  différentiant, 
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OU 

dïfféreirtiant  de  nouveau,  nous  avons 

dyx-f{x)_     r         rfx-/(x)1 
«&■/'(*)      ~rL        ««*    /'(*)    J' 

les  variables  se  séparent  immédiatement  : 

<i  .g  — /(•*) 

4r=    /'(*)     dx      dx   f'[x) 

y         x—/{x)  x—/{x) 

Intégrant  et  désignant  la  constante  arbitraire  para,  nous 
avons 

x-/[x)  _    SÇ^m _  __? /^w 

ou  bien 

r-[*-/(*)r 

Exemple.  —  ,/*(#)  =  #1  =  #•*■• 
On  trouve 


y  = 

6.T1- 

-* 
i 

en  faisant  £ 

— 

ah 

(,-*)'' 

Pour  k  = 

2 

3' 

i  on  a 

jr=bx,     *,  =  -  — 


propriété  connue  du  centre  de  gravité  du  triangle. 
k  =  -  donne 
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\  = 


•p  donne 
5 


y  =  b\lxy 


parabole  ayant  son  sommet  à  l'origine  et  tangente  à  Taxe 
des  j-,  on  a  donc 


xi 


3x 
5 


k  =  -j  donne 
4 


y  =  bx\ 


parabole  ayant  son  sommet  à  l'origine,  et  tangente  à  Taxe 

desj^;  on  a  donc 

3x 


X, 


4 


dans  le  cas  actuel. 


Problème  n°  7. 


Trouver  une  courbe  AM  telle,  que  l'abscisse  xx  du 
centre  de  gravité  de  l'arc  compris  entre  un  point  fixe  A 
(fig*  36)  et  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  soit 

Fig.  36. 


'M 


0        P 


x 


proportionnelle  à  l'abscisse  x  du  point  M. 
On  aura 


xx 


<ïx' 


=z  kx 
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ou  bien 


fVi+^=*^fv/,+S*t; 


en  diflerentiant,  il  vient 


v^S^IV^s^+'V' 


ou 


(— 'j-^s^'XV'+s*" 


diflerentiant  de  nouveau,  on  a 


^y/i+ 


rf/1 


v/' 


Intégrons,  et  nous  aurons 

Ç  /~ŒEL 

y  =  c' -\-J  y  cxl~k  —  i  d.r.% 

Nous  sommes  ainsi  conduit  à  une  différentielle  binôme; 
nous  pourrons  intégrer,  quand  nous  aurons,  en  appelant 
p  et  q  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs, 

i  —  k  i  —  /♦         i 

=p      ou       y-. h  -  =  7, 


C  X 

—  > 
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c'est-à-dire 

k  =  y ou    x*  =  -, — - —  • 

En  faisant,  par  exemple,  p  = —  i,  nous  avons 

C 
équation  d'une  cycloïde  engendrée  par  un  cercle  de  rayon  -» 

dont  le  sommet  est  à  l'origine,  la  base  étant  parallèle  à  Oj\ 

Problème  n°  8. 

Trouver  une  courbe  telle,  que  le  segment  intercepté  sur 
l'axe  des  x  par  la  tangente  et  la  normale  ait  une  lon- 
gueur constante  2  a. 

L'abscisse  à  l'origine  de  là  tangente  est  x  — y  —j  celle 

de  la  normale  est  x+y  -4-\  on  aura  donc,  pour  équation 
différentielle  de  la  courbe, 


%a 


ou 


bien 


fdx\*  d.r 


d'où 


X  J 


On  en  tire,  en  intégrant, 


azh^a1  —  x' 


x  =  a  log zp  sjà1  —  y  2  -f-  const.; 

mais  il  est  plus  commode  d'introduire  une  variable  auxi- 
liaire. Nous  choisirons  l'angle  a  de  la  tangente  avec  Ox\ 
T.  —  Ace.  16 
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nous  poserons  donc 

dx  =  ****> 

et  l'équation  (i)  donnera 

y  =  a  sin2a; 

nous  aurons  ensuite 


ou 


bien 


_  cosa    ,  2<ZCOSaCOS2a    , 

dx  =z  - djr  z= . do. 

sina  sina 


/cosa         .        \ 

dx=.  7.a  (  - sin2a)  rfa: 

\sina  ] 


en  intégrant  et  supprimant  la  constante,  en  transportant 
les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  il  viendra 

x  =  a  log sinaa  —  la  sin'a, 
y  =  a  sin  2  a  ; 


(») 


dx       do. 


rapprochons  la  valeur  dej^,  mettons  en  regard  —  et  -~i 

(  dx        2tfCOsacos2a 

(3) 


d0L 


sina 


dy 

—  =  2tf  C0S2a; 

«a 

nous  avons  {fig*  37)  tout  ce  qu'il  faut  pour  construire  la 
courbe. 

Fig.  37 

\y 

B 


Pour  a  =  o,  ,r  =  — *  oo  ,  j  =  o,  la  courbe  est  asymptote 
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à  Taxe  des  x\  —  et  —  sont  positifs;  x  et  y  vont  en  crois- 
sant,  tant  que  a  est  plus  petit  que  y-,  nous  obtenons  ainsi 

rrr 

la  branche  AB.  Pour  <%  plus  grand  que  ji  x  et  j-  vont  en 

décroissant  ;  cela  ne  peut  avoir  lieu  que  si  l'on  a  une  nou- 
velle branche  de  courbe  située  au-dessous  de  la  tangente  BT  \ 
le  point  B  est  donc  un  point  de  rebroussement  de  première 

espèce.  Pour  a  =  ->  y  =  o,  le  changement  de  a  en  ît  —  a 

jà 

nç  modifie  rien  à  la  valeur  de  x9  tandis  que  y  change  de 
signe*  La  courbe  est  donc  symétrique  par  rapport  à  Ox$ 
nous  obtenons  ainsi  toute  la  courbe  ABCB'Â. 

Proposons-nous  de  trouver  Taire  U=  ABCB'A  ;  nous 
aurons  d'abord  à  former  ydx\  nous  trouverons 

2a'sin2acosacos2a   _         ,    „  , 

ydx  z=z — do.  =  Ad*  cos'a  COS  2  a  «a, 

Slûa 

et  la  valeur  de  U  sera 


7t 
M 

■yU  =  I     ^d'cos^xcosnada. —  aireBCD, 
•/o 

i«u=  /    4û2cosaacoS2a^a ■+■  /   4a2c0SîaC0S2a^a» 

4 

•K 
2 

COS2  a  COS  l(x.dcx. 


iV=f   4a» 
•/o 


7T 

2  îra* 


z=a*  i      (1  -h  2  C0S2a  -f-cos4  <*)</*  =  ^-  9 


o  2 


16. 
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Cherchons  la  longueur  S  de  l'arc  BCB'j  on  a 


ia  cas 2a   . 
d s  = : dx. 

sina 


w 


i.S  =  -2tfJ      (^-~^sinaj^a=2a[v/2-  log(v/5H-i)]t 
4 

s  =  4û[v/ï-iog(v/i4-i)]. 

On  a  enfin,  pour  le  rayon  de  courbure, 

t?.acos2a. 
"  sina 

Problème  n°  9. 

Trouver  les  courbes  telles  que  les  portions  de  leurs  nor- 
males comprises  entre  les  axes  Ox  et  Oy  aient  une  lon- 
gueur constante  l. 

dy 
Soit  p  =  —\  l'équation  de  la  normale  est 

les  segments  qu'elle  intercepte  sur  O x  et  Oy  sont 

p 
on  aura  donc 

d'où  Ton  tire 

(P 


(i)  x-)-pjrz= 


v/i-t-/>' 


C'est  une  équation  linéaire  par  rapport  à  x  et  y\  on  sait 
intégrer  une  telle  équation.  Diilerentions  et  remplaçons 


APPLICATION    DU    CALCUL    INTÉGRAL.  245 


ace  par  — 9  et  nous  trouverons 
r      P 

4r  +  __?__    _. 1p 

dp        I-J-/?"7        .  a' 

Nous  savons  que  l'intégrale  générale  de  cette  équation  li- 
néaire est 

Féquatipn  (1)  nous  donnera  ensuite 


^H-/»1         2(,  +/,«)7 

Soit  j?  =  tanga  ;  a  sera  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe 
des  x\  les  expressions  de  x  et  y  deviendront 

a?  =  /sina  H — sinacos2a  —  Gsina, 

<*>     <     »  2  r 

y  == C0S3a  -f-  G  cosa. 

2 

Nous  avons  donc  x  et  ^  en  fonction  de  la  variable  auxi- 
liaire a  :  nous  pourrons  construire  la  courbe  $  toutes  les 
courbes  obtenues  en  donnant  à  la  constante  arbitraire  C 
toutes  les  valeurs  possibles  sont  des  courbes  parallèles; 
car,  en  faisant 

1  •           ,                      l       , 
x0  =  /  sina  H —  sina  cos'a,      y0  = cos3a, 

2  2 


on  a 


x 


=  ar0-4-  Ccos(a  H j?     /  =  j0 -t- C  sin  (  a  H-  -j 


ce  qui  exprime  que  le  point  x,  y  s'obtient  en  portant  sur 
la  normale,  au  lieu  du  point  x^  y^  une  longueur  con- 
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stante  C.  Nous  pouvons  donc  nous  borner  à  discuter  l'une 

des  courbes  (a),  obtenue  en  donnant  a  C  une  valeur  par- 

3/ 
ticulière*,  nous  prendrons  C=  -p  et  nous  trouverons 

3/  .  /   .   9 

x  =  -=-  sin  a  -+■  5  sin  3  a, 
o  o 

y  =  -rr-COSa  —  rrCOS3a. 

o  o 


On  en  tire 


il  en  résulte 


dx       31 

—  =  -j~  cos2acosa, 

dot.         4 

dy        3/ 

-r-  =  T  C0S2  a  sma  î 
dot.  4 


*fo         3/ 

-7-  =  -7-  COSP.a. 

aa         4 


Soit  p  le  rayon  de  courbure  •,  on  aura  donc 

3/  3/  .      /        tt\ 

0=  -y  COSîa  =  -7-  S1D2  (a -h  7-  )  • 

4  4        \      4/ 

D'après  le  n°  7  du  problème  i ,  troisième  Partie,  on  voit 

que  la  courbe  est  une  épicycloïde  engendrée  par  un  point 

3/ 

d'une  circonférence  de  rayon  -5-  roulant  à  l'intérieur  d'une 

o 

circonférence  de  rayon  -;  donc  cette  épicycloïde  et  ses 

courbes  parallèles  donnent  la  solution  générale  du  pro- 
blème proposé.  On  peut  dire,  si  l'on  veut,  que  toutes  ces 
courbes  sont  les  développantes  d'une  même  épicycloïde. 

Ce  résultat  était  facile  à  prévoir  5  car  la  normale  de  la 
courbe  cherchée,  ayant  une  longueur  constante  comprise 
entre  Ox  et  Ojp,  est  toujours  tangente,  comme  l'on  sait,  à 
une  épicycloïde}  cette  épicycloïde  est  donc  la  développée 
des  courbes  cherchées ,  et  l'une  de  ces  courbes  sera  elle- 
même  une  épicycloïde. 
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Problème  n°  10. 

Trouver  une  courbe  telle  que  les  tangentes  de  ses  dia- 
mètres, aux  points  où  ils  rencontrent  la  courbe,  soient 
parallèles  à  une  direction  donnée. 

Prenons  cette  direction  pour  axe  des  x.  Soit  y  =J  (.r 
l'équation  de  la  courbe  cherchée*,  nous  avons  vu,  pro- 
blème 32,  première  Partie,  que  le  coefficient  angulaire  de 
la  tangente  au  diamètre  au  point  x,  y,  ou  il  rencontre  la 

courbe,  estf'(x) ,. v'  ■  j  nous  devons  donc  avoir 

fl,r)    y(*)_0 


/        • 


ce  qu  on  peut  écrire 

/»(*)  _  3f(x) 

Multipliant  par  dx,  intégrant  et  désignant  la  constante 
arbitraire  par  loga,  il  vient 


ou  bien 


l0g/-(^)=:3l0g/'(^)-l0g« 

Multiplions  encore  par  dx,  intégrons  et  désignons  la  con- 
stante par  &,  et  nous  aurons 
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On  en  conclut,  en  désignant  par  c  une  nouvelle  constante, 


f(x)  =  c  —  sl*a[b—  x), 

C'est  l'équation  d'une  parabole  dont  Taxe  est  parallèle  à 
0.r;  dans  ce  cas,  tous  les  diamètres  sont  rectilignes. 


Problème  n°  il. 


Trouver  une  courbe  telle  que  les  tangentes  de  ses  dia- 
mètres, aux  points  oit  ils  rencontrent  la  courbe,  passent 
toutes  par  un  point  fixe. 

Prenons  ce  point  pour  origine;  l'équation 

Y -/(x)  =  [/»(») -^^)](X-*) 


devra  être  vérifiée,  quel  que  soit  x,  quand  on  y  fera  X 
Y  =  o.  On  aura  donc 


—  o, 


ou  bien 


/w=-h-)-^] 


*f[*)  -fi*)  = 

Multiplions  par  dx  et  désignons  la  constante  par  loga,  et 
nous  aurons 


3  log  [*/'(*) 


ax 


■/(*)]  =log/'(*) 


~  log«, 
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Intégrant  de  nouveau  et  appelant  b  une  constante,  on  a 

ax* —  b  —  i 

xf[x)  -/(*)  =  ' 


sfb  —  a 


x> 


f[x) dx 


d"-±-L  = 


x  x*  ^b  —  ax1 

C         dx 


Or    f  '  =  —  7—  Jb  —  ax*i  il  viendra  donc 

J  x*^b  —  ax>  hx 


y  =  cx  —  -Jb  —  ax*% 

I  \n  a  l 


équation  d'une  conique  quelconque  ayant  pour  centre  le 
point  fixe}  tous  les  diamètres  sont  donc  rectilignes. 


Problème  n°  12. 


Trouver  une  courbe  telle  que  le  coefficient  angulaire  m 
de  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la  courbe  et  le 
coefficient  angulaire  m!  de  la  tangente  du  diamètre  au 
même  point  soient  liés  par  la  relation 


mm'  =  const.  =  —  /■*. 
Nous  aurons 


f"(x)  +  *»   —  f"[x)  ' 
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On  tire  de  là  successivement 

ilog[/"'(*)  +  *']  =log/"(*)-hlog«, 

[/'■(*)  +  *]*  =  «/»; 


ou  bien 


t/'(*) 


[.+*/•(«)] 


X' 
—  ? 


*/'(*) 


/-* 


/ 


>  +  i/"M 


=  -(*-*). 


*» 


X 


—  b 


/'(*)= 


a 


\/-"(^) 


/W_«  =  _«y/,_  *(„_»)• 


rtJ 


(r  —  ^+J'f*  — *)■  =  £;• 


Sa 


équation  d'une  ellipse  ayant  ses  axes  parallèles  aux  axes  de 
coordonnées,  et  dans  laquelle  le  rapport  du  petit  axe  au 
grand  est  égal  à  k. 


fit 

ter 


ci 


Problème  n°  13. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  l'arc,  compté  à 
partir  d'un  point  fixe,  est  une  fonction  donnée  dey. 
On  a 

*=/(r). 


d'où 


ds=f,(y)dy=s/dz'-hdy*, 
a: +  const.  =/  \lf'*{y)  —  idy. 


V*  - 
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APPLICATIONS. 


i°  Trouver  {fig.  38)  les  courbes  telles  que  s*=  8ajr. 
Dans  ce  cas, 

f[y)  =a^aôjr, 


■ir)  =  Vf 


dx 


lia 


y 


dy. 


i . 


C'est  l'équation  différentielle  d'une  cycloïde  dont  la  base 


Fig. 

y 

38, 

B 

v^ 

(     c 

V  p 

t            y/ 

c 

)        i 

i              m 

est  parallèle  à  Ox,  et  le  sommet  est  en  O,  le  rayon  du 
cercle  générateur  étant  a;  on  a  en  effet,  pour  cette  courbe. 


dx  „A^      MP       JkV. BP       .  /BP 


ou 


dx lia 


—X 


a°  Trouver  les  courbes  telles  que  s  =  \^—  &*• 
On  a  ici 


/(r)=v/.r2-«a, 


a 


dx 


VÎT1 


a2 


a 
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en  désignant  par  x0  la  constante.  Il  en  résulte 


y  -+-  ^y*  —  a*=z  ae    a 


1 


y  —  ^f1 —  a*=  ae    a    , 

y=z-\e   a    -he   a    ), 

, a  (  ^*        'S=f\ 

yy'4 —  a7  =  s  —  -\e   a    — e  a    J\ 


la  courbe  est  donc  une  chaînette. 

3°  Trouver  les  courbes  telles  que  y  =  ae". 
On  tire  de  là 

y 

5  =  tflog  —  ; 
a 

/(r)  =  «iog£,   /'{?)  = -, 

<*  y 

dy 


dr  =  —  s/a*—y\ 


4/~T 


x9  =z  y  a'  —  y7 —  alog 


a  -+-  \ja-  —  y  * 


• 


y*  k/cljc^    l  ■  dy* 

La  longueur  de  la  tangente  ou  — — ^^ —  est  ici  égale 

à  a\  la  courbe  cherchée  est  donc  la  courbe  aux  tangentes 
égales.  C'est  Tune  des  développantes  de  la  chainette  de 
l'exercice  précédent. 

Problème  n°  14. 

Trouver  la  fonction  f  telle  que  les  trajectoires  sous  un 
angle  donné  a  des  courbes  représentées  par  l'équation 
/•  =  C/*(0),  où  C  est  un  paramètre  variable,  ne  soient 
autre  chose  que  les  courbes  proposées  qui  auraient  tourné 
d'un  certain  angle. 
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Pour  la  courbe 
(.)  r  =  C/(0), 

on  a 

pour  la  trajectoire,  on  doit  avoir 

rdO 

—  -  tangV 


rdQ 


—  tança. 


Soit  posé 


(»)  £$  =  »(•)> 


nous  aurons 


(3)  ^L^_  =  tanga. 


11  n'y  a  pas  lieu  d'éliminer  C  entre  cette  dernière  équation 
et  l'équation  (i),  puisque  C  a  disparu  de  lui-même.  L'équa- 
tion (3)  donne 

rdQ t  -+-  y  (0)  tanga 

dr         <j>(0)  —  tanga 

ou  bien,  en  posant 

(4)  y(e)  =  taiig+(e)f 

nous  trouverons 

~  =  tang[^(0)-a]^0, 

et,  en  intégrant  et  désignant  par  C  la  constante  arbitraire, 

(5)  r=C/c/Un«H'(|)-*^. 
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L'équation  (5),  où  C  a  une  certaine  valeur,  doit  représenter 
une  des  courbes  proposées,  qui  aurait  tourné  d'un  certain 
angle  i;  nous  aurons  donc 

d'où,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques, 

ttng[*(0)  -  «]  =  Çj£tj  =  t (Ô  +  ')  =  tangW*  +  /)]; 

nous  avons  donc 

(6)  ♦(•)_«  =  +  (0  +  /)« 

Cette  équation,  qui  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs 
de  0,  avec  des  valeurs  déterminées  de  a  et  de  i,  est  satisfaite 
quand  on  prend  pour  <J>(0)  une  fonction  du  premier  degré 

en  0;  nous  prendrons  vp(0)  =  — 9  0O  et  m  étant  des  con- 
stantes; l'équation  (6)  donnera 

m  *» 

d'où 

l 

a  = — *      i=zma; 
m 

l'équation  (4)  donne  ensuite 

?(ô)=tang— — , 

et  l'équation  (2) 

-f/.x       sm  

/'(Q)  "* 

/(e)  o,— e" 

v   '        cos  

En  intégrant,  nous  aurons 

log/(  0)  =  m  log  (cos  -^-  j  , 


B- 
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d'où 

cos  —  J  »  et  l'équa- 
tion  (i)  deviendra 

il)  '^(^^P 


APPLICATIONS. 

i°  m  =  —  i.  L'équation  (7)  donne 

rcosB  =  C, 

qui,  quand  C  varie,  représente  des  droites  perpendiculaires 
sur  l'axe  polaire. 

a°  m  =  1 .  L'équation  (1)  devient 

r  =  C  cos©  ; 

elle  représente  une  série  de  cercles  ayant  leurs  centres  sur 
l'axe  polaire  et  passant  par  le  pôle. 

3°  m  = •  On  a,  dans  ce  cas, 


yX0S2Ô 

ou,  en  coordonnées  polaires, 

x2—  y2  =  C\ 

équation  d'une  série  d'hyperboles  équilatères  ayant  leur 
centre  commun  au  pôle  et  leurs  grands  axes  dirigés  suivant 
l'axe  polaire. 


4°  m  =  -: 
2 


r  =  C  v/cos20; 
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on  a  ici  des  lemniscates  ayant  encore  pour  centre  et  pour 

axe  communs  le  pôle  et  l'axe  polaire. 

5°  m  =  —  a  : 

C 


r  = 


J 
cos*  - 

2 


équation  d'une  série  de  paraboles  ayant  pour  foyer  et  pour 
axe  communs  le  pôle  et  Taxe  polaire. 
6°  m  =  2  : 


„      J       C       C 
r  =  Ccos*  -  =  — I —  cosOf 

2  2  2 

équation  dune  série  de  limaçons  de  Pascal. 

Problème  n°  15. 

Une  courbe  plane  se  meut  dans  son  plan  parallèlement 
à  une  direction  donnée;  trouver  ses  trajectoires  sous  un 
angle  donné.  Est-il  possible  de  déterminer  la  courbe  de 
façon  que  les  trajectoires  soient  égales  à  la  courbe  pro- 
posée? 

Prenons  Taxe  des  y  parallèle  à  la  direction  donnée;  l'é- 
quation de  la  courbe  donnée,  dans  une  quelconque  de  ses 
positions,  sera 

(i)  r +  *=/(*), 

où  X  est  le  paramètre  variable;  le  coefficient  angulaire  de 
cette  courbe  est  f(x)  ;  nous  aurons  donc  pour  la  trajec- 
toire, en  appelant  a  l'angle  constant, 

(a)  -j- =tanga. 

Il  n'y  a  pas  lieu  d'éliminer  i  entre  cette  équation  et  l'équa- 
tion (i),  ce  paramètre  ayant  disparu  de  lui-même.  L'équa- 
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tion  (2)  est  donc  l'équation  différentielle  des  trajectoires; 

on  en  tire 

dy f'{'T)  -+-  tanga 

dx        1  — /'[*)  tanga 

et,  en  désignant  par  fx  la  constante  arbitraire,  l'équation 
générale  des  trajectoires  sera 

(3)  r  +  ^fW+^d*. 

K  J    1— /'(.*)  tanga 

Prenons  pour  la  courbe  proposée 

(4)  r-4-A  =  log 


cos.-r  ' 


nous  aurons 

/(.r)  =  lcg j 

v      '  COS X 

/'(.r)=tang.r, 

f'ix)  -+•  tanga  ,  . 

K   L    w    6      =tang  .r-f-g  , 
1 — /  (•*)  tanga  ov  ' 

et  l'équation  (3)  des  trajectoires  deviendra 

/+  fx— /tang(.r  +  a)rf* 
ou 

y  4-  ti  =■  log 7 r  • 

On  voit  que  les  trajectoires  s'obtiennent  en  déplaçant  la 
courbe  donnée  parallèlement  à  l'axe  des  x  et  faisant  ensuite 
mouvoir  la  courbe  déplacée  parallèlement  à  l'axe  des  y. 

Problème  n°  16. 

La  base  d'une  cycloïde  se  meut  le  long  de  l'axe  des  y\ 
on  demande  de  trouver  les  trajectoires  orthogonales  de  la 
cycloïde  dans  ses  positions  successives. 

Soit  a  le  rayon  du  cercle  générateur }  l'équation  de  la 
t.  —  Rcc.  1 7 
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cycloïde  dans  une  position  quelconque  est 

(i)  .ïM-A=   I    i/— -—  d.r, 

'  J     y    2  a  —  x 

où  X  est  le  paramètre  variable.  Le  coefficient  angulaire  est 

donc  1  / —  — >  et,  pour  la  trajectoire,  nous  aurons  l'é- 
quation différentielle 


iy      I      .r  Art 

f-l/ —  —  i      ou     dy  =  —  1/  — 


Faisons  x  =  a«  —  x' ,  et  il  viendra,  pour  l'équation  des 
trajectoires, 


les  trajectoires  sont  donc  des  cycloïdes  égales  aux  propo- 
sées, dont  les  bases  se  déplacent  parallèlement  à  Taxe  des 
y,  mais  dont  la  concavité  est  tournée  en  sens  opposé  par 
rapport  à  l'axe  des  x. 

Problème  n°  17. 

Trouver  la  courbe  telle  que  le  produit  des  distances  de 
chacun  de  ses  points  aux  n  sommets  d'un  polygone  régu- 
lier soit  égal  à  une  constante  bn. 

Désignons  par  a  (Jig-  39)  le  rayon  de  la  circonférence 

Fig.  39. 


U 


circonscrite  au  polygone  régulier,  /•  et  0  les  coordonnées 
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polaires  d'un  point  quelconque  du  lieu  5  nous  supposerons 
que  Taxe  polaire  passe  par  un  des  sommets;  considérons  le 
sommet  A,;  le  triangle  MOA,-  nous  donne 

0 

Le  produit  de  toutes  les  expressions  semblables,  quand  i 
varie  de  zéro  à  7?  —  1,  doit  être  égal  h  btn.  Pour  obtenir  ce 
produit,  nous  écrirons 

__A5  /  2/ir  —  nQ  r .     9./7T  — «0\ 

MA/  =       [r  —  a  cos a  1/ —  1  sin ) 

\  n  n         I 

(  2/7T  7?0  , .       2I7T  7?Ô' 

X  \r  —  «  cos a  J —  1  sin 

\  n  n 

or  le  produit  des  valeurs  que  prend  le  premier  facteur  est 
l'expression 

rn  —  ancosnfJ  -+-  ansinnO  y/ —  1; 

car,  en  égalant  cette  expression  à  zéro,  on  a  une  équation 
dont  les  racines  sont  comprises  dans  la  formule 

2  k  7r  —  n  0  1 .    2  /•  7r  —  /?  0 

r  =  a  cos h  a  J —  1  sin , 

//  *  n 

où  À'  doit  recevoir  les  valeurs  o,  1 , . . . ,  n  —  1  ;  de  même  le 
produit  des  valeurs  du  second  facteur  qui  entre  dans  MA/  est 

rn  —  an  cos/2  0  —  an  sin/iô  y —  1  ; 

donc  le  carré  du  produit  des  distances  de  chaque  point  du 
lieu  aux  sommets  du  polygone  régulier  est 

//« — rt«cosrt0-f-rtnsiiitt0  si — 1  )  {rn — 0ncos/20  —  ansinn9  y/ — 1  ) 
=  /*"'—  2rna"cosn0  -f-  a-n. 

L'équation  du  lieu  est  donc 

(l)  r2"—  zanrncosnQ  4-  a'n=  bin. 

'7- 
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Si  Ton  veut  discuter  ces  courbes,  la  formule  suivante, 
donnant  l'angle  V,  sera  très-utile  : 


a* 


cosV  =  —  sin/iO. 
0* 

Il  est  à  remarquer  que  l'expression  (i)  se  simplifie  beau 
coup  pour  b  =  a  ;  on  a  en  effet,  dans  ce  cas, 

(l)  t*=z  2fl*COS«ô. 

Nous  avons  déjà  rencontré  cette  courbe  plusieurs  fois. 
Sa  podaire  par  rapport  à  l'origine  est  la  courbe 


r" 


I          n*   \ 
=  ian  I  cos 1 


n+i 


En  appelant  p  la  distance  de  l'origine  à  la  tangente  à  la 
courbe  (  2  )  et  p  son  rayon  de  courbure,  on  a  les  expressions 
suivantes  : 

ra+i  2  a*  ti  %  r* 

P  = »      P  =  7 \ :  »      d  ou     do  =  — ■— - 

1        2û"       r       (  /1  -f- 1  )  z*"— '  ^r      n  +  fc 

Problème  n°  18. 

Trouver,  quand  b  varie,  les  trajectoires  orthogonales 
des  courbes  représentées  par  l'équation 

(1)  rin  —  zanrncosnQ  4-  ain=  b2a 

du  problème  précédent. 

Diilérentiant  cette  équation,  on  trouve 

(/"  —  a*cosnQ)dr  -h  anr$\nnQd9  =  o, 

d'où 

a"  cos/îô  —  rn 

tangV  =  : . 

an  sin  n  0 

Nous  avons  donc  pour  la  trajectoire,  en  remarquant  que   \v 
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paramètre  b  a  disparu, 

rclQ  a"cosnB  —  ?n 

dr         û"sinwO 

ou  bien 

dr        rcoswO rn+l 

dB         sin/îO         ansianQ 

ce  qui    est  une   équation  de  Bernoulli  5   nous    l'écrirons 
comme  il  suil  : 

i 

d  — 

rn         1    /zcoswG  n 


dQ  rn    sin  «  9  a"  sin  n  Q 

Cette  équation  est  linéaire,  et  son  intégrale  générale  est, 
en  désignant  la  constante  arbitraire  par  ~tangTZ0o. 

1  /tang/iô,        n     C    dB 

—  =  sin  /z  ô    — I 

/"  \      an  an  J   sin2n 

ou  bien 

an 


—  =  sinrtO(tang/2  0o  -hcot/20); 


on  en  tire 

,    x  a"  cosnB0 

(  2  )  rn  =  —  • 

v    ;  cosrt(0  —  0O) 

Telle  est  l'équation  générale  des  trajectoires. 

Si  Ton  demande,  par  exemple,  les  trajectoires  orthogo- 
nales de  toutes  les  ovales  de  Cassini  ayant  les  mêmes 
foyers,  ia  étant  la  distance  de  ces  foyers,  il  suffira  de  faire 
n  =  2,  et  l'équation  (2)  deviendra 

<Z5COS2  0O 

~~~  COS2(9  —  0O)' 

ce  qui  est  l'équation  d'une  série  d'hyperboles  équilatères 
ayant  l'origine  pour  centre. 
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Problème  n°  19. 

Soient  (fig*  4°)  PiPtPt-  •  «Pu  un  polygone  quelconque, 
/'i,  /'*,.*•  >  rn  le*  distances  d'un  point  quelconque  M  aux 


sommets  du  polygone,  <xu  a, , . . . ,  an  les  angles  MPjP2, 
MPf  P3, . . . ,  ///,,  /// fj  77Î3, . . . ,  mn  des  nombres  donnés;  les 
équations 

(  2  )     m,  a,  -+-  /waa2  -4- .  . .  H-  mn  a„  =  (  m,  +m,  +  .  . .  -+-  mn  )  00 

représenteront  des  courbes  orthogonales,  quels  que  soient 
les  paramètres  variables  a  et  0O. 

Soient,  en  effet,  x  et  y  les  coordonnées  du  point  M,  at 
et  bi  celles  du  point  Pt,  #a  et  bt  celles  de  P2,...$  nous 
avons 

(3)  'r)z=z{.x  —  «,)a4-(j  —  *,)%      7"î=..., 

*  I  .mi         ■        .1      »  ■  ■  ■ 

tf2 — a,         X  —  <z, 

(4)  tang«,  = T-_  ,     tang«,  =  .... 


«5  —  «i   >t  —  a 


i 


Différentions  logarithniiquenient  l'équation  (i)j  en  tenant 
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compte  des  formules  (3),  il  viendra 

/      x  —  ax             x  —  a7  \ 

dx  I  mx - h  m2 -^ h  .  .  .  J 

(5)         {  '% 

(     y—  *>>            r  —  b2  \ 

dj  [  mx  'l——i h  m2 - h .  .  .  )  =  o. 


rx  T2 


La  formule  (2)  difïërentiée  donne 

mxd<x.{  -+-  ntidxi  -+-...  —  o  ; 

or,  en  partant  de  (4),  après  des  réductions  faciles,  on  trouve 

(y—  bt)dx  —  (x  —  ai)dyt 

UCLy  ~ , 

nous  aurons  donc,  pour  la  courbe  (2), 

*  (     r  -  t>x   t       y  —  b* 

dx.  I  m, h  m2 - 

(6)         '  V 

x  —  a7 

mà - h  .  .  .  I  =  o. 


I  -^fa^rr 


ri 


Les  équations  (5)  et  (6),  d'où  les  paramètres  variables  a 

dy 
et  0O  ont  disparu,  donnent  toujours  des  valeurs  de  —  dont 

le  produit  est  égal  à  —  1  \  donc,  quels  que  soient  les  para- 
mètres a  et  0O,  les  courbes  (1)  et  (2)  se  coupent  toujours  à 
angle  droit. 


SUR  LES  ROULETTES. 
Problème  n©  20. 

Une  courbe  AH  [fig.  4 l  )  roule  sans  glisser  sur  une 
courbe  MG  *,  on  demande  de  trouver  le  lieu  décrit  par  un 
point  N  invariablement  lié  à  la  courbe  mobile. 

Soient  x  et  y  les  coordonnées  du  point  de  contact  M  à 
un  moment  donné, y=f(x)  l'équation  de  la  courbe  MG, 
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a  l'angle  de  sa  tangente  MT  avec  Ox;  soient  X  et  Y  les 
coordonnées  du  point  N,  /•  la  distance  NM,  Y=  F(X)  l'é- 
quation du  lieu  du  point  N;  on  sait  que  la  tangente  à  ce 


lieu  est  la  droite  NE  perpendiculaire  sur  NM;  si  {3  est  l'angle 
qu'elle  fait  avec  Ox,  on  aura 

tangp=F'(X). 
Soit  encore  A  un  point  déterminé  de  la  courbe  mobile 

0  =  ANM, 

0  et  /•  seront  les  coordonnées  polaires  d'un  point  quelcon* 
que  M  de  cette  courbe  mobile,  dont  l'équation,  avec  ces 
coordonnées,  sera 

Nous  aurons 

X  =z  x  —  rsinp,     Y=j-h',cosp 

ou  bien,  en  remplaçant  y  par  j\x),  Y  par  F(X),  tang(3 
par  F'(X), 

'F'(X)      . 


X  =  X  


v/n-F"(X) 


F(X)=/(*) 


y/i  -f-F"(X) 


V  désignant  l'angle  TMN,  on  a 


tangV 


dr 


=  '*'('). 


V  =  9o°-(p-a) 
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cotV=   tangP-tong»   ^  P(X)-/'(*)  . 
i  ■+-  tangp  tanga        i  -l-  F'(X)/'(x)  ' 


nous  aurons  donc 


r 


i 


,-f-F'(X)/» 


rF'(X) 


I  \ 


v/i  +  F"(X) 
F(X)  =/(*)  + 


y/i+F'^X) 


Ces  formules  vont  nous  permettre  de  résoudre  aisément 
les  trois  problèmes  suivants  : 

i°  On  donne  la  courbe  fixe  et  la  courbe  mobile;  trou- 
ver le  lieu  décrit  par  le  point  N. 

Nous  connaissons  les  fonctions  f(x)  et  <j>('*)  >  si,  entre 
les  trois  équations  (1),  nous  éliminons  x  et  r,  iJ  nous  res- 
tera une  équation  entre  X,  F(X),  F'(X),  d'où  nous  dédui- 
rons la  fonction  F(X),  et  par  suite  l'équation  Y  =  F(X) 
du  lieu  du  point  N. 

2°  On  donne  la  courbe  fixe,  et  Von  demande  quelle 
courbe  il  faut  faire  rouler  sur  elle  pour  que  le  lieu  du 
point  N  soit  une  courbe  donnée. 

Nous  connaissons  les  fonctions  f{ x)  et  F(X):  si,  entre 
les  trois  équations  (i),  nous  éliminons  x  ct  X,  nous  aurons 
'une  équation  entre  r  et  ff(r)^  d'où  nous  tirerons  <{>(/*),  et 
par  suite  l'équation  0  ==  cp(r)  de  la  courbe  AH. 

3°  On  donne  la  courbe  AH  et  le  lieu  du  point  N;  on 
demande  de  trouver  la  courbe  fixe  MG. 

Nous  connaissons  les  fonctions  <f  (/*)  et  F(X);  entre  les 
trois  équations  (î),  nous  éliminerons  /•  et  X,  et  nous  trou- 
verons une  équation  entre  x,  f(x)  et  ff(x),  d'où  nous 
tirerons  l'équation  y  =  /*(#)  de  la  courbe  fixe. 
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Avant  de  faire  des  applications,  nous  supposerons  dans 
les  formules  (1)  que  la  courbe  fixe  se  réduit  à  une  ligne 
droite,  Taxe  des  x;  elles  deviendront 

(2) 

"  F(X)  = 


v/i-t-F"(X) 

Problème  n°  21. 

Une  développante  de  cercle  roule  sans  glisser  sur  l'axe 
des  x  ;  quel  est  le  lieu  décrit  par  le  pôle  de  cette  courbe? 

L'équation  de  la  développante  de  cercle  en  coordonnées 
polaires  se  trouve  immédiatement  en  exprimant  que  la  dis- 
tance d'une  normale  quelconque  au  pôle  est  constante }  on 
trouve  ainsi 


r  dr 
rcos\=za      ou  =  ay 

d'où 


rdQ  _  v  /*  -  —  a]  ^ 
IF  ~~         a        ' 

on  a  donc,  en  admettant  les  notations  de  l'article  précédent, 


<P  [r )=  " ~ ' 

'  ar 

Les  formules  (2)  de  cet  article  donneront 

F(X)  = 


l'élimination  de  r  entre  ces  deux  équations  donne 

F(X)F'(X)^--a 
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ou  bien 

YdY=adX. 

On  en  tire 

Y'=2tf(X  —  C); 

la  courbe  décrite  est  donc  une  parabole  dont  l'axe  est  la 
droite  fixe  sur  laquelle  roule  la  développante  de  cercle. 

Problème  n<>  22. 

Une  épicycloïde  roule  sans  glisser  sur  une  droite  fixe; 
quel  est  le  lieu  décrit  par  le  pôle  de  cette  épicycloïde? 
(Le  pôle  est  ici  le  centre  du  cercle  fixe  de  rayon  a  sur  leque* 
a  roulé  un  cercle  mobile  de  rayon  b  pour  engendrer  l'épi- 
;     cycloïde.) 

L'équation  différentielle  de  l'épicycloïde  en  coordonnées 
poj aires  est,  comme  on  le  verra  plus  loin  (problème  40), 


(10=2 Y  dr\ 

a         r\j[a  -\-ib)*—  /•> 

on  a  donc 


ry'Ar)  = -^-> 

a        v/(^-t-2*)2-,3 


elles  formules  (2)  deviendront 

fl-f-  ib  v/,,a—«3 


a         ^(a+2i),"-/-i        F'(X)' 


F(X)  = 


/' 


v/i4-F"(X) 
Éliminons  r  entre  ces  deux  équations,  et  nous  trouverons 


1     '      v  a  -j-  10 


t 
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ou  bien 


adX  =s  (a  -r-  ib)  y 

1  sJ[a-*-2.by—  Y» 


d'où,  en  intégrant, 


a{\  —  X,)=-  (a-t-a*)^-*-**)1  —  Y',    - 
«»(X  —  X,)'-+-  (a  -h  26)»Y'=:  (tf  -4-  26)*; 

ainsi,  quand  une  épicycloïde  roule  sans  glisser  sur  une 

droite  fixe,  le  pôle  de  répicycloïde  décrit  une  ellipse  dont 

l'un  des  axes  coïncide  avec  la  droite  fixe;  ces  deux  axes 

,                            ,          i[a  -+-  b)*  ,  -,  x 

ont  du  reste  pour  valeurs  — et  2(a-+-  26). 


Problème  n°  23. 

Quelle  courbe  doit- on  faire  rouler  sur  une  ellipse  pour 
iju  un  point  lié  invariablement  à  cette  courbe  décrive  le 
grand  axe  de  l'ellipse? 

Nous  avons  iciy(.r)  =  -  \/a*  —  x%  F(X)  =  o;  les  équa- 

Ci* 

tions  (1)  de  l'article  cité  plus  haut  deviendront 


—  1  a  fo2  —  x* 


O  =/(.r)  H-  rz=z/  H Ja7  —  or3. 

v    '  a 

Eliminons  x  entre  ces  deux  équations,  et  nous  trouverons 


bf'[r)=         * 


y/b*  —  f  » 


ou  bien 


j*        a         dr 


b   foi— ,*' 


I 
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d'où,  en  intégrant, 


-(0  —  ô0)  =  arcsinT» 
r  =  £sin-(Ô  — 0.). 

Telle  est  l'équation  de  la  courbe  cherchée. 

Problème  n°  24. 

Sur  quelle  courbe  doit-on  faire  rouler  une  cardioïde 
pour  que  son  pôle  décrive  une  ligne  droite  ? 

L'équation  de  la  cardioïde  rapportée  à  son  pôle  est 

r  =  a[i  +  cosO); 
on  a  donc 

Ô  =  arccos =zy(r)y      d'où     y'(r)  =  — 


Cl  »/o  str  ——  j** 


yzar — 
Les  équations  (i),  quand  on  y  fera  F(X)  =  o,  deviendront 


v- 


Oz=f(x)  H-  r. 

Si  Ton  élimine  r  entre  ces  deux  équations,  on  obtient 


»  ~  V  '- 


Posons  y~ — f{x)i  et  nous  aurons 


dx       V       . 


—  Y 


ce  qui  est  l'équation  d'une  cycloïde  engendrée  par  un  cercle 
de  rayon  a  roulant  sans  glisser  sur  Ox. 
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Problème  n°  25. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  il  existe  une  rela- 
tion donnée  entre  le  rayon  de  cow%bure  p  et  le  rayon  de 
courbure  correspondant  pf  de  la  développée. 

Soit  p'  =  y  [p)  ;  soit,  en  outre,  a  l'angle  de  la  tangente  à 
la  courbe  cherchée  avec  Taxe  des  j:;ona 


par  suite 


-4-    f    ^ 

J    ?(P) 

De  cette  équation  on  tirera  p  en  fonction  de  a,  et  Ton  ren- 
trera dans  les  conditions  d'un  problème  traité  précédemment 


APPLICATIONS. 

i  °  Trouver  les  courbes  telles  que  la  distance  de  chacun 
de  leurs  points  au  centre  de  courbure  correspondant  de  la 
développée  soit  constante. 

Soit  a  cette  longueur  constance;  nous  aurons 

o'-f-    p"  =za\ 
rU  =  ±        ^ 


y/a2  —  p2 

'  •  •    -P 
c  —  a„  =  ziz  arc  sm  -  » 

a 

.    ■  p  =d-a$\n(u.  —  af); 

donc  les  courbes  cherchées  sont  des  cycloïdes. 
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2°  Trouver  les  courbes  telles  que  le  rayon  de  courbure 
de  la  courbe  et  celui  de  la  développée  soient  liés  par  la 
relation 


P2       p" 


On  aura 


!< 


y1? 

-  (a  —  a0)  =  rt  arc  sin  -  > 
a  a 

p  =zzha  sin-  (a  —  a0); 


donc  les  courbes  cherchées  sont  des  épicycloïdcs. 
3°  Trouver  les  courbes  telles  que  Von  ait 


p'2=z  iap. 


Nous  aurons 


>Jiap 

V  « 

<?(a  —  a0)a 
P^-1— L# 


On  tire  de  là,  en  appelant  p"  le  rayon  de  courbure  de  la 
développée  de  la  développée, 


P  — 


a. 


Cette  dernière  courbe  esl  donc  un  cercle,  et  la  courbe 
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cherchée  est  l'une  des  développantes  de  la  développante  de 
cercle. 

4°  Trouver  les  courbes  telles  que  le  triangle  formé  par 

chaque  point  de  la  courbe,  le  point  correspondant  de  la 

développée  et  le  centre  de  courbure  de  cette  développée 

nient  une  surface  constante. 

Ou  doil  avoir 

.       à1  a  dp        à1 

pp=—    ou    lj:  =  _, 

r4         a  du        i 

pi=a*(a.  —  «,), 

ou.  en  ne  tenant  pas  compte  de  la  constante,  ce  qui  ne 
change  pas  la  forme  de  la  courbe, 

pi=a7a, 

,-        ds 

on  en  déduira 

dx  •=.  a  ya  cosxda 

dy  =  a  y  a  sin  ae/a, 


cosatfa, 

1  a        Jo 

V) 


a        Jo 


x    r*  - 

—  =   I       à/a  sin  a  dx  ; 


on  aura  donc,  par  deux  quadratures,  x  et  y  en  fonction  de 
la  variable  auxiliaire  a-,  l'arc  de  la  courbe  représentée  par 
les  équations  (i)  se  trouve  aisément;  on  a,  en  effet, 

ds  ■=■  a  y/a  doiy 
pour  la  longueur  de  l'arc  compté  à  partir  de  l'origine. 
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Problème  n°  26. 

Trouver  les  courbes  telles  que,  entre  les  rayons  de 
courbure  de  la  courbe  et  des  deux  premières  développées, 
on  ait  la  relation 

(«) 

On  tire  de  là 


pp"= 

P" 

m-' 

d'p 

dp 

dot. 

m 

7' 

dot. 

en  intégrant  et  désignant  par  m  la  constante,  il  vient 

log-£  =  logf>-+-logm, 

dp  dp 

doL  '  p 

intégrant  de  nouveau  et  appelant  loga  la  constante,  on  aura 

ma  =  logp  —  logtf, 
p  =  aema; 

les  courbes  cherchées  sont  donc  les  spirales  logarithmiques. 
En  partant  de  l'équation  (i)  pour  arriver  à  l'équation  (2), 

d*s 
nous  avons  admis  implicitement  que  p"  était  égal  à  H-  ~\ 

d2s 
mais  il  peut  être  égal  aussi  à  —  — *-•  Dans  ce  cas,  nous 

aurons         t 

p d*>  ^  \d«.) 

T.  —  Rec.  18 
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ou,  en  appelant  b*  une  constante, 

dp        l>* 

r  dtx.         2  \ 

-I 

p*  ' 

ce  —  oc  a  zz:  ■*—  •  ^ 

Nous  retombons  sur  le  dernier  exemple  du  problème  pré- 
cédent. 

Problème  n°  27. 

Trouver  les  courbes  telles  que  la  différence  des  rayons 
de  courbure  de  la  courbe  et  de  la  seconde  développée  soit 
constante. 

On  doit  avoir 
Prenons 

^=-s?   ou  t  +  *$  =  L 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  linéaire  est,  en  dési- 
gnant par  a  et  a0  deux  constantes  arbitraires, 

p  =  l  -f-  a  sin  ( a  —  a.), 

Si  Ton  avait  seulement 

p  =  a  sin  (a  —  a0), 

la  courbe  cherchée  serait  une  cycloïde.  On  voit  qu'il  suffit 
de  porter  sur  les  normales  de  cette  cycloïde  une  longueur 
constante  /  pour  avoir  la  courbe  demandée^  cette  courbe 
est  donc  une  courbe  parallèle  à  la  cycloïde. 

Si  Ton  prend  pf,=z  — £,  on  trouvera 

_dii=l. 

P       do? 


F. 
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l'intégrale  générale  de  cette  équation  est 

p  =  l  -t~ae*-+-  be~*; 

a  et  b  désignant  les  deux  constantes,  la  courbe  cherchée  est 
une  courbe  parallèle  à  celle  qui  vérifie  Péquation 

p  z=z  aea  4-  ber~a. 

Pour  cette  dernière,  on  aura 

.t.  =  a  Je*  cos  ad  et  -h  bfe~*  cos  adct, 
y  z=i  afe*  sin  <xdot-h  bfe~*  sin  a  da 

ou,  en  effectuant  les  intégrations  et  ne  tenant  pas  compte 
des  constantes, 

Six  =       «e"(cosa  H-  sina)  —  for-*(cosa  —  sina), 
2j  =' —  atfa(cosa  —  sina)  —  />*-*(  cosa  4-  sina). 

En  appelant  r  le  rayon  vecteur  de  cette  courbe,  on  a 

2r!z:«2e  *-+-  b2c~2a     ou     2/-3==ps — lab. 

Ainsi  cette  courbe  jouit  de  cette  propriété 


p  -—  ^2  yV-t-  ab. 

On  la  construira  d'ailleurs  aisément  à  l'aide  des  équa- 
tions (i). 

Problème  n°  28. 
Trouver  les  courbes  pour  lesquelles  on  a 


P  da2 


d*p 


18. 
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L'intégrale  générale  de  cette  équation  linéaire  est 

p=-  +  fl  sin/i   a  —  ot,  ]  ; 

donc  la  courbe  demandée  est  une  courbe  parallèle  à  une 
épicycloïde. 


o 


2-  p«  = 


„_''2P. 


do?  - 


doi 


L'intégrale  générale  de  cette  équation  est 


p  =  —  -h  af*  -»-  ber**\ 


n- 


la  courbe  cherchée  est  parallèle  à  celle  représentée   par 

l'équation 

p  =2  ae**  -+-  be~**m 

Pour  cette  dernière,  on  trouve  sans  difficulté 

a             .                     ,                    h 
.r=  -    —  e"*  «cosa  -4-  sina e-na[ncosa.  —  sina), 

a            .       .                                 b  , 

Y  = ena[n  sina  —  cosa r"4  «sina  -f-  cosa). 

ri1  -+- 1        v  '       n1  4-  1  ' 

Remarque.  —  On  voit  que,  si  Ton  demande  de  trouver 
une  courbe  telle  qu'il  existe  entre  les  rayons  de  courbure 
successifs  une  équation  de  la  forme 

ip  4.  >y+  xy-+- ...  4-  >e>p(.)  —  k»+o, 

où  X,  )/, . . . ,  X<n+i)  sont  des  constantes,  on  aura  à  intégrer 
l'équation  linéaire  et  à  coefficients  constants 

r  */a  do?  dnn 

qui  fera  connaître  p  en  fonction  de  a  et  de  n  constantes 
arbitraires,  après  quoi  l'on  rentrera  dans  un  problème  déjà 
traité. 
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Problème  n°  29. 

Trouver  les  courbes  qui  sont  égales  à  leurs  développées. 

Nous  connaissons  deux  courbes  jouissant  de  cette  cu- 
rieuse propriété,  la  cycloïde  et  la  spirale  logarithmique; 
nous  nous  proposons  de  chercher  les  autres  courbes,  s'il  y 
en  a. 

Nous  chercherons  l'équation  de  la  courbe  sous  la  forme 

(•)  p  =--/(«). 

qui,  comme  nous  l'avons  vu  déjà  plusieurs  fois,  détermine 
entièrement  la  forme  de  la  courbe.  Pour  la  développée,  on 
aura 

p'  =  dl/'(«),     «'  =  a  +  ï; 
par  suite 

•=*/•(*-:)• 

Cette  équation  devra  coïncider  avec  celle  de  la  courbe  (i), 
qui  aurait  tourné  d'un  certain  angle  a0  \  ainsi  nous  devrons 
avoir 

-4'-;)=/("'-î 

ou  simplement 

(2)  ±/'(a)=/(«  +  «o). 

Cette  équation  (2)  devra  avoir  lieu,  quel  que  soit  a,  avec 
une  valeur  déterminée  de  la  constante  «0-  Si  nous  suppo- 
sons que,  pour  faire  coïncider  la  courbe  proposée  avec  sa 
développée,  on  est  obligé  de  la  retourner,  nous  aurons 
l'équation 

(3j  ±/'(«)  =/(«.-«). 


«o 
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Le  problème  dépend  maintenant  des  équations  (2)  et  (3). 
Considérons  d'abord  cette  dernière  équation;  nous  en 
déduirons,  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  a, 

(4)  +/'(  a  )=/'(*.-,); 

mais,  en  changeant  dans  l'équation  (3)  a  en  or0 —  «?  on  a 

(5)  ±/'(».-  «)  =/(«), 

et,  en  multipliant  membre  à  membre  les  équations  (4) 
et  (5),  il  vient 

/•(*)=/(■)• 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  linéaire  est 

.  /(a)  =«sin(a— -  a'), 

a'  et  a  désignant  deux  constantes;  nous  avons  donc 

p  =  asm  (a.  —  a'), 

ce  qui  est  l'équation  de  la  cycloïde  ;  nous  retrouvons  donc 
cette  courbe,  et  nous  voyons  que  c'est  la  seule  qui  vérifie 
l'équation  (3). 

Occupons-nous  maintenant  de  l'équation  (2). 

Supposons  que  la  fonction  f[cn)  puisse  se  développer 
comme  il  suit  : 

(6)  /(a)  =  M^  +  N<?"tt4-.  .  ., 

M,  N,  /«,  7î,  . . .  étant  des  constantes,  et  voyons  si  l'on  peut 
déterminer  ces  constantes  de  façon  que  l'équation  (2)  soit 
vérifiée;  on  devra  avoir,  quel  que  soit  a, 

zh  (Mme""1  -4-  Ntft**  h-  . .  .  )  =  M^'A  +  Ne***"*»  -*-..., 
ce  qui  conduit  aux  équations 


r 
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Ainsi  les  coefficients  M  de  l'expression  de  /(«)  restent 
arbitraires;  mais  toutes  les  quantités  m,  zz, . . .  doivent  vé- 
rifier l'équation  (7).  Nous  ne  considérerons  que  le  signe  -+- 
dans  cette  équation,  et  nous  prendrons 

(8)  m^e***. 

En  changeant  en  effet,  dans  cette  dernière  équation,  m  en 
—  m  et  «0  e»  —  #0}  on  aurait  l'équation 

—  m  =  e^o. 

Nous  avons  discuté  l'équation  (8),  page  100,  et  nous 
avons  vu  que,  si  a0  est  négatif,  elle  a  toujours  une  racine 

positive,  si  «o  est  positif  et  plus  petit  que  ->  elle  en  a  deux, 
m  et  7z,  liées  par  la  relation 


m  « 


Nous  pourrons  donc  prendre 

/(a)  =  Mcma 
et  aussi 

(10)  /(a)  =M*B,a-f-NC,a, 

m  et  7î  vérifiant  la  condition  (9)  ;  nous  trouvons  ainsi  après 
la  cycloïde,  comme  courbes  égales  à  leurs  développées,  la 
spirale  logarithmique  et  la  courbe  définie  par  l'équa- 
tion (10)5  nous  avons,  du  reste,  montré  directement, 
page  97,  que  cette  dernière  courbe  est  bien  égale  à  sa 
développée. 

Voyons  maintenant  si  l'équation  (8)  admet  des  racines 
imaginaires.  On  voit  immédiatement  que,  si  elle  admet  la 

racine  m  =  m'~\-  m"  yj —  1 ,  elle  admettra  aussi  sa  conjuguée 

m  =  mf — mf/^ —  i\  cette  racine  donnera  donc,  dans  l'ex- 
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pression  (6), 

ou,  en  changeant  les  constantes  M  et  N  en  d'autres  conve- 
nablement choisies  P  et  Q, 

(n)  /(<*)  =  P^cosm'a  4-  Q^sinw'a. 

Cherchons  donc  les  racines  imaginaires  de  l'équation  (  8) } 
posons 

(12)  m  ==.  —  (cosc  4-  s] — isinp), 


0 


et  nous  devrons  avoir 


-(cosp  -f-  4/— 1  sine)  =  <*«osr+v/->"»în* 
a0  N 


^^^•'[cosfMsinp)  -f-  y7 — 1  sin(«  sinp)] 


Nous  tirons  de  là 


et  par  suite 


(.3) 


U 

u  sint»  =  pm 


v 

S1DP 
/» — fCOtl»  —  „ 

smc 


Telles  sont  les  équations  propres  à  déterminer  u  et  y.  Posons 


F(?)  =  ^77.^~,'cot% 


smt> 
et  nous  trouverons 


F(e)  =  -r^-  f-"  «*'[(?  —  sin?  cosp)'  -+-  sinV], 


sin3t> 
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et  faisons  varier  v  de  zéro  à  -f-  oo  ;  de  zéro  à  7r,  F'(^)  est 
positif;  cette  dérivée  est  négative  quand  v  varie  de  n  à  2  n  •, 
de  air  à  3rc,  elle  est  positive,  etc.  Donc,  v  variant  de  zéro 
à  tt,  la  fonction  F  est  constamment  croissante;  elle  est  con- 
stamment décroissante  quand  v  varie  de  7r  à  27r, . . . .  On  a, 
du  reste,  en  désignant  par  e  une  quantité  infiniment  petite, 

F(i)  =  -*  F(    ir  —  f)=4-oo 

F(     7r-hfi)z=0,       F(27T  —  g)  =—ZO 
F(2ir-|-  •)  =  0,      F(3tt  —  s)  =  H-00 


Donc,  v  variant  de  zéro  à  7r,  la  fonction  F  passe  une  fois  et 
uue  fois  seulement  par  chaque  valeur  positive  supérieure 

l\  -;  v  variant  de  i:  à  2  tt,  la  fonction  F  passe  une  fois  et 

une  fois  seulement  par  une  valeur  négative  donnée,  et 
d'ailleurs  quelconque,  etc.  Donc,  que,  dans  la  dernière 
équation  (i3),  a0  soit  positif  ou  négatif,  il  y  aura  une  in- 
finité de  valeurs  de  v  vérifiant  cette  équation,  et  la  première 
équation  (i3)  donnera  toujours  une  valeur  de  u  correspon- 
dant à  chaque  valeur  de  v.  En  mettant,  pour  plus  de  clarté, 
dans  l'expression  (1 1),  au  lieu  de  m1  et  m"  respectivement, 


HCOSP        u  ,,       u' 


m  = =  —  cot  *>,  m"=  —  sm u  =  —  >  appelant  vx ,  *>„ . . . 

les  racines  de  l'équation  - —  e-"cot"  =  a0,  nous  aurons  donc 

■*  sinp 

les  solutions,  en  nombre  infini, 

/(a)  =  I  P,  cos  -  a  -f-  Q,  sm  —  a  ]  e*o        , 
\  aa  a0    / 

/  (a    =  (  P2  cos  —  a  -4-  Q,  sm  —  a  )  *?*•         , 
\  a,  «•    / 
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et  celles  qu'on  peut  former  avec  les  précédentes  par  voie 
d'addition  et  de  soustraction. 

Voilà  donc  une  infinité  de  courbes  égales  à  leurs  déve- 
loppées. 

Problème  n°  30. 

On  demande  (Jig-  42)  de  trouver  une  courbe  telle  que, 
C  désignant  un  point  quelconque  de  cette  courbe,  C  le 

Fig.  42. 


point  correspondant  de  la  développée,  Cff  le  point  cor- 
respondant de  la  développée  de  la  développée,  . . . ,  les 
points  C,  C",  C,T, .  . .  soient  en  ligne  droite. 

On  doit  avoir,  dans   les   triangles   rectangles    CC'C", 

C"C'"C1V, 

C'C"       C"C"  ù'       9m 

rr:  OU       —  rzr  ' —  • 

ce      cre"  P     p" 

Or,  «  désignant  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  tangente  au 

point  C,  on  a 

.    do 


il  en  résultera  donc 


P  = 

^^' 

0 

p  = 

-u  d*P 
der 

pw= 

+  d*P. 
™  dv?  ' 

d9 

da.  _ 
P 

d*p 

_,_  du? 

:  -r-  . 

d7p 

dtf 
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Nous  ne  considérerons  que  le  cas  du  signe  -f-,  et  nous  au- 
rons alors 

dlogp  =  d\og  —  ^ 
intégrant  et  désignant  la  constante  par  Ar,  il  viendra 

o  £=* 

Remarquons  qu'on  tirera  de  là 


dn+*p 

dnp 

dan+* 

de* 

d»+>p  ~ 

~  dn-lp 

d*a+x         d*"-1 


et  par  suite  tous  les  points  C,  C",  C,r,  CV1,. ..  seront  en 

ligne  droite,  et  aussi  tous  les  points  C,  C;//,  Cv, 

Dans  l'équation  (i),  prenons  k  =  —  m*,  et  nous  aurons 

d*P 

d'où,  en  désignant  les  constantes  par  aeta0) 

p  —  a  sin/w  (a  —  a0), 

ce  qui,  comme  on  l'a  vu,  page  211,  représente  des  épicy- 
cloïdes. 

Faisons  maintenant  #=  -f-  ra%  et  il  viendra 

d'à 

—  -m"p  =  o5 

d'où,  en  appelant  les  constantes  A  et  B, 

(2)  p  =  Aema-{-Be^ma. 

Nous  avons  déjà  rencontré  cette  équation,  page  a58;  elle 
comprend,  comme  cas  particulier,  là  spirale  logarithmique. 
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Ainsi  nous  trouvons  toutes  les  cycloïdes,  toutes  les  épi- 
cycloïdes,  toutes  les  spirales  logarithmiques  et  toutes  les 
spirales  définies  par  l'équation  (2). 

Voici  (jig.  43)  la  disposition  des  centres  de  courbure 
successifs  de  la  spirale  logarithmique  : 

Fig.  43. 


O  est  le  pôle  de  la  spirale,  OC  et  OC  sont  deux  droites 
rectangulaires;  on  a 

OC7  =  m  OC, 

OC"=  /n'OC, 

OC"=#n3OC, 


Problème  n°  31. 


Trouver  une  courbe  telle  que  V  angle  formé  avec  la  tan- 
gente en  un  point  quelconque  de  cette  courbe  par  l'un  des 
axes  de  la  conique  qui  a  en  ce  point  avec  la  courbe  un 
contact  du  quatrième  ordre  soit  constant. 

D'après  les  formules  du  problème  36,  première  Partie, 
l'équation  de  la  conique  rapportée  à  la  tangente  et  à  la  nor- 
male de  la  courbe  étant 

Aj'-f-  2Ba:j-f-C.r,-t-  2Dj~o, 
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on  a 


A  =  3p£-*(Î)-»* 


C  =  -  9p», 

p  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  cherchée  et  a 
l'angle  fait  avec  une  droite  fixe  par  la  tangente  de  cette 
courbe.  L'angle  /,  qui  doit  être  constant,  est  défini  par 
T  équation 


tang2>  = 


2B  r  (ta 


\dx)  ?  dx* 

On  aura  donc 

Fd*  ___  —  i 


\<fc  /  P  d<* 


ou  bien 


5*       3^ 

dx  da?  0  . 

—  =—  5  A; 

d0L 


•      .   / 


en  intégrant,  on  trouve 

51ogp  —  31og~-  =  —  3  A  a. 

Je  ne  mets  pas  de  constante  ;  cela  ne  change  rien  à  la  forme 
de  la  courbe.  Il  vient  ensuite 

5. 
d0L 

ckadz=  P    *dp. 
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Intégrons  de  nouveau  et  désignons  par  k1  une  constante 
arbitraire,  et  nous  aurons 

<?*"  —  X'  __       3  -\ 


.^(è)'^-^"*1 


x  et  y  seraient  déterminés  ensuite  par  les  formules 

x=fpco&ad(x, 
jr  z=fp  sinadot. 

Lorsque  /r;=  o,  on  retrouve  la  spirale  logarithmique. 

Problème  n°  32* 

Trouver  une  courbe  telle  que  la  conique,  qui  en  chacun 
de  ses  points  a  avec  elle  un  contact  du  quatrième  ordre, 
soit  toujours  une  parabole. 

Nous  devrons  avoir  AC  —  B*  =  o,  et,  en  remplaçant  A, 
B,  C  par  les  valeurs  rappelées  dans  l'exercice  précédent, 
nous  aurons 

w  »,£-«(£)'-*■— 

Cette  équation  différentielle  du  second  ordre  ne  contenant 
pas  a,  nous  ferons 

^î.  —  a*  \     -*?  —  PdP . 

dot.  '  du?  dp 

l'équation  (i)  deviendra 

Zppdp         .  d.p7         8  £ 

_!^__4^  =  9p.     ou  bien     _  __,,.  =  6p. 


'  l 
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Voilà  une  équation  linéaire  qui  va  nous  donner 

/>'  =  P»(6C-9p"-)=6Cp*--9p'; 
on  en  conclut 

.1  -i; 
d.p           3             d.p*            3             d.p   3 

pVW-9    VvW-9       2  s/ecp^-oo"4 

en  intégrant  sans  ajouter  de  constante,  on  aura 

3p-^~C 
2a  =  arc  cos  — — y 

3p    3  =  C  -+■  CC0S2a=  2CcOS2a, 

8. 

3  x  2 

2C 

P  = 


cos3  a 

En  prenant  Taxe  des  y  pour  celui  des  x  et  inversement, 

l'équation  précédente  pourra  s'écrire   p  =  -r-y  >   et   nous 

avons  vu,  page  208,  que  cette  équation  est  celle  d'une  para- 
bole. Ainsi  les  courbes  cherchées  sont  des  paraboles,  et 
alors  la  conique  coïncide  avec  la  courbe  dans  toute  son 


étendue. 


Problème  n°  33. 


Trouver  la  courbe  telle  qu'en  chacun  de  ses  points  il 
existe  une  hyperbole  équilatère  ayant  avec  la  courbe  un 
contact  du  quatrième  ordre. 

Conservant  les  notations  précédentes,  nous  devons  avoir 
A-i-C^o     ou  bien     3p  — |  —  5  (  -^  J  —  i8p2  =  o. 
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Faisons  encore  -£  =  p*  d'où  -r-?  =  -—  >  et  nous  aurons 

da        '  dot}  dp 

h  d-£--5f  =,8P' 

2     ap  r 

___p»=I2p. 

l'intégrale  générale  de  cette  équation  linéaire  est 


<&  = 


^  =  p,,,(c'-9P"î), 

^•=cv-^=(â) 


</p 3  </.p' 


Vcy  -  9    2  pVcv-9 


s 


*«=-*         **$ 


2 


V/c*-9p-' 


Intégrant  sans  ajouter  de  constante,  nous  avons 


3p~* 
2a=arccos  -77-5 

--       C 
p  3  =  -  cos2a, 


« 


(cOS2a) 


i  - 

2 


#  et  j'  désignant  ensuite  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
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conque  de  la  courbe,  il  viendra 

a 


—  -r«         /*P            ,               C       ds\ï\aL  sina 
=   I  -  cosatfa=         1  j  =  -7=- 

J   a  J    (i-ssin'a)7        VC0S2, 

"~To         /*P   •        ,                /*        </cosa  cos 
=1    -  sm  a  cfa  =  —    / =  — — 

J    a  J    (2cos'«-i)'        S/C0* 


d'où  Ton  déduit 

[y  —y*Y  —  ( x  —  *•)' = «'• 

Ainsi  la  courbe  est  elle-même  une  hyperbole  équilatère,  et 
la  conique  coïncide  entièrement  avec  elle. 

Problème  n°  34. 

Trouver  une  courbe  telle  que  l'ellipse,  qui  a  en  chacun 
de  ses  points  avec  elle  un  contact  du  quatrième  ordre,  ail 
une  surface  constante. 

L'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  la  tangente  et  à  la 
normale  de  la  courbe  étant 

Ay2  -h  zHxy  H-  Car*  -h-  2Dj  =  o, 

sa  surface  est 

ttCD* 


(AC— B*)1 

On  doit  donc  avoir 

AC  —  B2 


■2        ± 

ànï 


=  A 


CD 


ou  bien,  en  remplaçant  A,  B,  C,  D  par  les  valeurs  suivantes, 
trouvées  dans  le  problème  36  de  la  première  Partie, 


2 


T.  —  /><?.*  19 
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nous  aurons 

Nous  sommes  conduits  à  poser  p   s  =  u;  nous  en  dédui- 
rons, par  un  calcul  facile,  que  l'équation  (i)  devient 

<a>         4"-U)4"2<l^r=4 

Cette  équation  ne  contient  pas  a  ;  nous  poserons  donc 

du  .,  ,      d*u        pdp 

—  =  »,     d  ou     =  — — 5 

doL       Fy  do?         du 

et,  au  lieu  de  l'équation  (2),  nous  aurons 

/[u*du  -f-  ud.p*  —  p2du  =  l\kdu 
ou  bien 

^du  -+-  d  —  =  —  du. 


u         u* 


Intégrons  et  désignons  la  constante  par  8C,  et  nous  aurons 

u  u 


d'où 

du 


p=  —  =  ±  iZ-^  +  BCa-^, 
«a 

du 
Ida.  =d= 


y'C— /-(*  —  C)! 


Intégrons  sans  ajouter  de  constante,  et  nous  trouverons 

u  —  C 

2a  =  arc  cos    ,  * 


«  =  C  -+-  ^C2—  X*cos2a  =  p   3; 


1 
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d'où 


P  = 


(C-f-y'C2  —  X-cos2a)3 


expression  de  la  forme  p  = y  Nous  avons  vu, 

(1  -+-/•' cos*a)T 
page  2i45  que  cette  équation  représente  des  ellipses;  donc 
la  courbe  cherchée  est  une  ellipse  quelconque  ayant  une 
surface  égale  à  la  surface  donnée. 

Problème  n°  35. 

Trouver  (fi g.  44)  une  courbe  M0M  telle,  que  l'aire  du 
secteur  M0OM,  compris  entre  un  rayon  vecteur  fixe  OM0, 
un  rayon  vecteur  quelconque  OM  et  la  courbe,  soit  dans 


un  rapport  constant  avec  l'aire  du  triangle  OMA,  formé 
par  le  rayon  vecteur  OM,  la  perpendiculaire  OA  sur  le 
rayon  vecteur  et  la  normale  MA. 
On  doit  avoir 

j     re      y         k  _  ^  k  rdr       k  ds* 

K  J  *J0  2  2    dQ         4    rfû 

différentions,  et  nous  trouverons 

d'r*        2    . 

<*>  TSr-ï'1.-0- 
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C'est  là  une  équation  linéaire  qui  nous  donne,  si  k  est 
positif,  en  désignant  les  constantes  arbitraires  par  A  et  B, 

d.r*  .  /a 

L'expression  -^—  >   pour  0  =  o,  se  réduit  à  t/ -  ( A  —  B) -, 

d'après  l'équation  (i),  elle  doit  être  nulle;  nous  avons  donc 
il  en  résulte 

pour  l'équation  de  la  courbe,  qui  est  une  spirale. 

Supposons,  en  second  lieu,  A  <[  o.  Soit  A"  =  —  k'\  l'équa- 
tion (  2  )  nous  donnera 

^A'œsfVj^B'ste^N/I).. 

La  valeur  de  -j-p-i  pour  0  =  o,  est  B'  i/77 }  on  doit  donc 

avoir 

B'=o. 

Faisons  A'  =  a*,  et  il  viendra 


»s 


=  «*«»(•  y  7) 


Un  cas  intéressant  à  remarquer  est  celui  de  #'=  -•,  on  a 
alors 

r*=  tf2COS2  0, 

équation  d'une  lemniscate. 
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Mous  voyons  donc  (Jig.  4  5)  que, dans  la  lemniscate,  Taire 

Fig.  45. 


\ 


du  secteur  MOM0  est  la  moitié  de  celle  du  triangle  OMA. 


Problème  n°  36. 


Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  triangle  formé 
par  la  tangente,  la  normale  et  la  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur,  menée  par  le  pôle,  a  une  surface  constante. 

On  pourrait  ramener  ce  problème  au  précédent,  mais  il 
est  plus  simple  de  le  traiter  directement;  on  trouve 


r  dr       ?  *d9 


dB 


dr 


=1  2a% 


d'où 


(dr\  »  dr 

T  dr  m   ,     j 


2dQ  = 


d.r* 


et  l'intégration  s'eflectue  aisément. 
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Problème  n»  37. 

Trouver  les  coufbes  dans  lesquelles  la  normale  et 
tangente  polaires,  N  et  T,  sont  liées  par  la  relation 


~7  +  77 -1* 
à1        b7 

On  aura 

dr>                    .  dr* 
dB*                        dB* 
a*          '         ,dr* 

dB' 

(0  — -r—  + T7—  =  *• 


Soît  — -  =  /'il  :  il  viendra 
dB  7 

— _i £.  —I—   i L  ——  t  - 

abu 


^(l-f-if»)(a»4-6»tt») 
^  =  "T7 «\  /    , 7T-TT  <**• 

zt  peut  prendre  toutes  les  valeurs  possibles  ;  la  courbe  pourra 
être  construite  facilement  avec  les  valeurs  précédentes  de 
/•  et  de  dQ\  rien  n'empêche,  du  reste,  d'effectuer  l'intégra- 
tion et  d'obtenir  6  en  fonction  de  u.  Remarquons  que  la 
variable  auxiliaire  u  n'est  autre  chose  que  cot  V. 


Problème  n<>  38. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  la  sous -tangente 
polaire  est  une  Jonction  donnée  de  la  sous-normale  po- 
laire. 

r*d& 

La  première  de  ces  longueurs  a  pour  expression  — — 9  la 

seconde  —  • 

dû 
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^*x  aura  donc 
.  n  r*dB       Tfdr\ 

dr 
équation  entre  les  quantités  — -  et  r*.  Si  Ton  peut  résoudre 

l'équation,  on  en  tirera 

et  le  problème  sera  ramené  aux  quadratures. 

Si  l'on  ne  peut  pas  résoudre  l'équation  (i)  par  rapport  à 
dr  p 

—  *  on  fera 
dB 


dr 

dé=ui 


il  viendra  ensuite 


r  =  \Juf[u) , 
(*)  \  dT=  M  +  * f[*\dn 

et  l'on  aura 

(3)  di  =  M  +  */>\  du, 

7.U\Juf[u) 

et  les  équations  (2)  et  (3)  donneront  r  et  0  en  fonction  de 
la  variable  auxiliaire  u. 


APPLICATIONS. 

i°  Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  la  somme  de 
la  sous-tangente  et  de  la  sous-normale  est  constante. 

On  a  ici 

r*dQ       dr 

-—  =  2/. 


dr         dQ 
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dr 

On  peut  résoudre  par  rapport  à  -—>  et  Ton  trouve 

dO  = 


En  intégrant  et  désignant  la  constante  arbitraire  par  0O>  il 
vient 


h  —  0O  -=.  2  arctang  — 


r* 


/• 


2°  ha  sous-tangente  est  proportionnelle  à  une  puissance 
donnée  de  la  sous-normale. 
Ici 

r=Au  *  . 


d'où 


//  —  I 


r  = /•'(€>  —  0,)"-'. 


3°  La  somme  des  carrés  de  la  sous- tangente  et  de  la 
sous-normale  est  constante. 
Ici  


\!usja7—u\ 


à* 
u1 

dO=-j± -du; 


a  varie  de  zéro  jusqu'à  a\  on  discutera  sans  difficulté. 
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Problème  n°  39. 

Trouver  les  courbes  telles  que  le  rayon  de  courbure 
soit  dans  un  rapport  constant  avec  la  normale  polaire. 

Soient  p  la  distance  de  la  tangente  à  l'origine,  r  le  rayon 
vecteur,  p  le  rayon  de  courbure,  V  l'angle  de  la  tangente  et 

r  r* 

du  rayon  vecteur  $  la  normale  polaire  est  -r-=.  ou  —  ?  en 

tenant  compte  de  la  relation  p  =  r  sin  V.  D'après  l'exercice 
suivant,  p  =  —  ;  donc,  en  appelant le  rapport  con- 
stant, nous  aurons 

rdr  r1  .  dr        dp 

dp         [n  t-  i)p  v  '  r  p 

en  intégrant  et  désignant  par  a  la  constante  arbitraire,  nous 
aurons 

Ainsi,  dans  les  courbes  cherchées,  la  distance  de  la  tangente 

à  l'origine  est  proportionnelle  à  la  puissance  n-\-  1  du  rayon 

vecteur.  Remplaçant,  dans  la  formule  précédente,  p  par 

.    XT  r*d& 

r  sm  V  =  — j  nous  trouverons 

y/dr^-r*€ÏW 


dB  r 


n — 


Elevons  au  carré  et  résolvons  par  rapport  à  rfô,  il  viendra 

r*~xdr  ,.  _A  d.r* 

dv  =  -     ou  bien     ndv  = 


y/a*1  —  rin  \/a'n—  (r*)3 

Intégrons  et  désignons  la  constante  arbitraire  par  0O,  et 
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nous  aurons 


/i(B  —  ô0)  =  arcsin  (-  J  ; 


d'où,  en  faisant  abstraction  de  la  constante  0O,  qui  ne  mo- 
difie pas  la  forme  de  la  courbe, 

X 

r=z  a  (sin/iô)". 

Ces  courbes  ont  été  rencontrées  déjà  dans  le  problème  14 
de  la  troisième  Partie;  il  est,  par  conséquent,  inutile  de 
faire  des  applications  en  donnant  à  n  des  valeurs  particu- 
lières. 

Problème  n°  40. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  cour- 
bure est  dans  un  rapport  constant  avec  la  projection  du 
rayon  vecteur  sur  la  normale. 

Nous  allons  commencer  par  donner  une  expression  du 
rayon  de  courbure,  qui  est  souvent  très-utile.  On  a 

__       as 
P  ~  dQ  4-  </V* 

V  étant  l'angle  formé  par  la  tangente  à  la  courbe  avec  le 

rayon  vecteur  5 

__       dr  rdO 

cos  V  =  —  »      sinv  =  — —  • 
ds  as 

On  en  déduit,  en  éliminant  ds  et  rf0, 

dr  rdr  r  dr 


cosW/Ô  -f-  cosVdV       sinV</r-f-  rcosW/V       d.rsinY 


y  dr 

Cette  formule  p  =  - — r— 1  ou  encore,  en  appelant  p  la 

r       cr.rsmV  "  r 
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1*  tir 

distance  de  la  tangente  à  l'origine,  p  =  —  ?  est  celle  que 

P 
nous  voulions  obtenir. 

La  projection  du  rayon  vecteur  sur  la  normale  est  r  sinV} 

en  appelant  m  le  rapport  constant  du  rayon  de  courbure  à 

cette  projection,  nous  aurons  donc 

p  = /wrsinV, 

et,  en  remplaçant  p  par  l'expression  que  nous  venons  d'ob- 
tenir, nous  trouverons 

rdr 

^r/w.rsinV. 


d.r  sinV 


Intégrant  et  désignant  par  C  la  constante  arbitraire,  nous 
avons 


et,  remplaçant  sinV  par  — *  nous  trouvons 

7  dr*-{-T'dQ*' 

d'où  

dr  !        r>—  C 


U  M==T  VWo^c- 


L'expression  de  dO  peut  s'intégrer }  car,  en  faisant  r*  =  Uj 
on  a 


du       I       h  —  C 

2u    y   [m  —  1  ) u 


«=="■     "     C    c' 


et  l'on  est  ramené  à  un  cas  où  l'on  sait  effectuer  l'intégra- 
tion \  mais  il  nous  sera  plus  facile  de  discuter  la  différen- 
tielle de. 

Un  premier  cas  à  examiner  est  celui  de  C  =  o  \  l'exprès- 
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sion  (i)  devient 

Mfï=ï=^     d'où     r=ClV=î. 

On  trouve  ainsi  une  spirale  logarithmique  ayant  l'origine 
pour  pôle. 

Ce  premier  cas  examiné,  nous  allons  en  distinguer  trois 
autres  : 

i°  m^>  i.  Si  C  est  positif,  l'expression  de  d9  ne  sera 

réelle  que  si  Ton  a  /•*  >>  C;  /•  pourra  varier  de  ^C  à  -+-  oo  . 
Pour  r  =  y/C,  nous  prendrons  0  =  o-,  comme 


r<#  /        r*—  C 

—  =tangV=y/(m_|)r,+  c, 


V  =  o,  la  courbe  est  tangente  à  Taxe  polaire  ;  r  augmentant, 

dB 
dr 


dB 
6  augmente  constamment,  car  —  est  toujours  positif.  Pour 


r  infini,  0  est  infini,  car  l'intégrale  I      —  i/-. r— — ■= 

Jyfc    r    V   (m  — i)r»4-C 

Jf*  °°  dr 

et  cette  dernière  est  infinie  :  nous  avons  donc  une  spirale 
représentée  par  la  Jig.  46.  Si  C  est  négatif,  pour  que  dd 

Fig.  46. 


soit  réel,  il  faudra  qu'on  ait 


r> 


V^*' 
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r  v  Priera  de  cette  limite  inférieure  à  -J-  °o .  Pour  r  =  i  I > 

V  m — 1 

"^T~  ~  tangV  est  infini;  la  courbe  est  normale  à  Taxe  po- 
ivre. Pour  /•  =  00  ,  6  =  00  ,  on  a  la  spirale  représentée  par 

la  fig-  47- 

2°  m  <^  1 .  Nous  écrirons,  dans  ce  cas,  en  remarquant 

Fig.  47- 


que  C  est  nécessairement  positif  et  faisant  C  =  /% 


M 


de 


—  *L     /     r'~~ l* 

""  r     y  Z3  —  (1  —  m)?* 


Je  dis  que  la  courbe  est  une  épicycloïde.  Soit,  en  effet 
(fig.  48),  le  cercle  C  de  rayon  i,  roulant  extérieurement 

Fig.  48. 


sur  le  cercle  O  de  rayon  /;  on  a,  dans  le  triangle  OCM, 


(3) 


r*=  £2-f-  [b  -4-  l)*—  ib  (b  4-  l)  cosijs 
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dans  le  triangle  OME, 

sinOM£=: sin-  =  sinV  =  — • 

Remplaçant  sin-  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (3)  et 
résolvant  par  rapport  à  dd,  on  a 


dQ 


et  cette  expression  devient  identique  à  l'expression  (  a  )  si 
Ton  fait 

y  i  —  m 
On  en  tire,  pour  le  rayon  du  cercle  mobile. 


a^i  —  m         / 


3°  m  =  i .  On  a  ici 


IdQ  =  —  yV—  /»f     d'où     tangV  =  —  ==  *— . 

Je  tire  de  là 

/' 
r*=  — ~_> 
cos'V 

rcosV  =  /, 

ce  qui  exprime  que  la  distance  de  la  normale  à  l'origine 
est  constante  ;  toutes  les  normales  de  la  courbe  sont  donc 
tangentes  au  cercle  de  rayon  ?,  ayant  pour  centre  l'origine; 
par  suite  la  courbe  est  une  développante  de  ce  cercle. 
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Problème  n°  41. 

Trouver  les  courbes  telles  que  le  rayon  de  courbure 

p  =   .        j  a  désignant  une  constante  et  V  l'angle  que  fait 

la  tangente  avec  le  rayon  vecteur. 
On  a,  d'après  le  problème  précédent, 

rdr 
"       r/.rsinV 

et  par  suite 

dr  a 


dr  sinw  V  ' 

sinV—-f-cosVrfV 
r 


on  en  conclut 


d  sin  V        .   __  i        sin*  V 

sinv 


dr  r  a 


c'est  l'équation  de  Bernoulli.  On  la  ramène  à  être  linéaire 
en  l'écrivant  comme  il  suit  : 

i       ^sin'^V        .  .     „  i        i 

-+-  sin1-"  V  -  =  - 


i  —  m         dr  r        a 

ou  bien 

rfsin'-^V        i  —  *».«•„       i  —  m 

; 1 sin1"-1^  = • 

dr  r  a 

En  intégrant  et  désignant  la  constante  arbitraire  par  C, 
on  a 

sin1-" V  =  r—'  ( C  H-  IZZH   Çr*-»dr\ 

ou  bien 

/«   _  .        i  — m  r\l—m 
sin 


dnV  =    Cr"-In ) 

\  a  —  ma] 
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La  formule  tangV  =  -7—  donne  ensuite 

dr 

*Q  ___  dr 1 


V  sin»V 


Remplaçant  sinV  par  sa  valeur  précédente,  on  a  donc 

1.) 


r\     (Cr— 'H ]         —I 

y     \  2  — ma) 

et  le  problème  se  trouve  ramené  aux  quadratures. 

Examinons  le  cas  particulier  de  m= — 1  ou  de  p  =  a  sin  V. 
On  a,  dans  ce  cas, 


/  dr 

dQ  = 


VC+3Ï 


▼     rl        àa 
Si  C  est  positif,  l'équation  r* —  C  —  ■=—  =  o  a  ses  trois 

J  Cl 

racines  réelles,  deux  positives,  rv  et  iJ,\  une  négative,  r'. 
On  a  donc 


t/r 


C  +  r1 


d0=  rhl 

rsj[r-{-r')[r-.r")[rm—r) 

et  Ton  voit  que  r  varie  de  rn  à  rw.  On  a  une  courbe  telle 
que  celle  ci-jointe  (fig-  49)?  comprise  entre  deux  cercles 
concentriques. 

Si  C  est  négatif,  posons-le  égal  à  —  C'*,  alors  nous  de- 
vrons avoir 

—  C       2r  ^  /3tfC'\T 

— ; h  •*-  >  o     ou     /  >  I  =  r,, 

r9  3a  ^  \     2    / 
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3o5 


L'équation  rf  -f-  C —  -5—  =  o  n'a  qu'une  racine  réelle  rt; 


3a 


Fig-  49- 


elle  est  positive  et  plus  grande  que  rt  ]  r  varie  donc  entre 
r±  et  rf  •,  seulement,  dans  ce  cas,  dO  s'annule  pour  r  =  r%  ; 
la  courbe  a  la  forme  ci-dessous  (fig.  5o). 

En  laissant  m  quelconque,  il  est  un  cas  où  l'expression  (1  ) 


Fiff.  5o. 


de  dO  peut  s'intégrer  :  c'est  le  cas  de  C  =  o.  Nous  allons 
donc  trouver  des  courbes  particulières,  et  non  pas  toutes 
les  courbes,  jouissant  de  la  propriété  demandée.  On  a  alors 

dr 


dOzzz 


4  //i  —  m\M-1  /r\m-« 


Faisons 


(:)"-* 


m —  1 


de  = 


et  nous  aurons 
du 


T.  —  Bec, 


■v(:=:r- 


20 
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en  intégrant  et  désignant  la  constante  par  0O,  nous  aurons 


0  — 
m 
d'où 


-0o  4  / (i  —m\m-1 


(i  — m\m-x     1 
2  —  m)        U~          0  —  0, 
cos2     


m  —  î 


et,  en  revenant  à  r, 


,0—0o       2  —  m 

rcosm—l = a. 

m  —  i         i  —  m 


Soit  m  —  i  =  ii  \  nous  trouvons  donc  la  courbe 

0  7?  -—  ï 

r  cosn  -  z=z  a ? 

n  n 

qui  aurait  tourné  d'un  angle  quelconque  autour  du  pôle,  et 
cette  courbe  jouit  de  cette  propriété  que  son  rayon  de  cour- 
bure p  =   .     ..." 
r       sm"+,V 

Il  y  a  un  autre  cas  où  l'expression  (i)  de  dO  peut  s'inté- 
grer en  laissant  la  constante  C  quelconque  :  c'est  le  cas  de 

m  =  3  ou  de  p  =   .  .    «  On  a,  en  effet,  dans  ce  cas, 

r        sin'V  '  ' 

m  =  dr 


r 


V  «  \  a  r         r* 


en  intégrant,  on  a 


r        a 

0  —  0O  =  arc  cos  - — y 

-  =  -  -+-  \/C  -4-  i-  cos(0  —  0.j, 
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j     î     r            l         }        ecosf.O  — Ô.)     ~ 
expression  de  la  lorme  -  =  — | - -  •  Un  trouve 

1  r      P  P 

donc  une  ellipse  quelconque  ayant  le  pôle  pour  foyer  et  a 

pour  paramètre. 

Ce  cas  est,  du  reste,  beaucoup  plus  simple  quand  on  le 

traite  directement,  en  partant  de  l'expression  du  rayon  de 

courbure  au  moyen  de  z  =  ->  savoir  : 


8  8 


dW  I  a  \d02 

o 


z         \        sin'V  z3 

z9 1  -—  -4-  z 


4d2l 


d'où 

d'z  __  i 

7ÎQ*  ^~7'~~a 

équation  linéaire,  à  coefficients  constants,  qui  donne,  en 
désignant  les  constantes  arbitraires  par  C/  et  60, 

z=z  -  =  -  -+-  C'cosfO— -0O). 
r        a  v  ' 


Problème  n°  42. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rapport  du  rayon 
de  courbure  au  rayon  vecteur  est  une  fonction  donnée  de 
l'angle  V  que  fait  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur. 

On  doit  avoir 


(') 

P  =  '/(▼) 

• 

or  i 

5inV  = 

P. 

r 

on 

peut 

donc  écrire 

(») 

- 

P- 

~<(?r 

r  dr 
dp 

20. 
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et  l'on  tire  de  là 

ce  qui  est  une  équation  homogène.  Posons  donc 


--  =  u  =  sinV, 


et  nous  aurons 


rdu 

dr  __ 
r 


*(*«)  —  u' 


en  intégrant  et  désignant  la  constante  par  C,  il  viendra 


(3) 


/du 
^v      ?(«)  —  « 


Cette  équation  fera  connaître  u  en  fonction  de  t\   Soit 
u  ~  F(r)-,  ou  aura 


dQ 


F(/) 


y7!  —  Fa(r) 
<fr  F(/) 


0-0,=      - 


r     fJi  —  Y^r) 
Çdr         F(r) 


'     v/i  — F2(r) 


APPLICATIONS. 


Nous  pourrions  prendre 


mr 


i°  p  =  mrsinV     ou     p  =  - — -i 

sinV 

mais  ces  cas  ont    déjà  été  traités  directement.    Faisons 
p(tt)  =  /4*,  c'est-à-dire  cherchons  les  courbes  telles  que 
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p  =   .       *,  ce  sont  les  courbes  dans  lesquelles  la  projection 

du  rayon  de  courbure  sur  le  rayon  vecteur  est  égale  à  la 
normale  polaire  \  nous  aurons 

ç  du  —  c  du  —  c du  —  C— 

J     y(u)—U~~J     U'—U^J    U  —  \  J      II' 


/du              .              .1  —  u 
-— =  loga  -+•  log 


et  la  formule  (3)  donnera 


i  —  a  a 

r  —  a ;      d  ou      «  =  F  (  r  )  = , 

u  *    '        r  -r-  a 


l 

/ 

a 

s/i- 

-u1 

\r7-{-  lar 

rd9 

dr  ' 

— +.      ° 

r 

^r2  -+-  2  ar 

0- 

-09: 

=±"/; 

y//-2 -h  2^/- 

0 

-0.: 

-o0 

"    rfi- 

/           2rt 

Vl+ / 

0 

2tf 

H 5 

r 

r 

2tf 

i 

'-(0-8,).-, ' 

équation  d'une  spirale  facile  à  construire. 

a°  Trouver  les  courbes  telles  que  p  =  -r-=;< 

71      r       sin'V 


3io 
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Ou  a  dans  ce  cas 


/du        __  Ç    du      __  £    r   du       §    i    /"  ffa 
Vl"j  —  "  ~~J  u*—  u~~  2  J  a  H-i  ^  2  J  a  — i 


/du 


f. 


,4 =  -  log(*  —  «')  —  logtt  -+-  ioga, 

<p(tt)  —  K  2  ' 


en  appelant  a  la  constante  arbitraire.  On  aura  donc,  d'après 
la  formule  (3), 


d'où 


u 


a 


u 


=  F(r), 


V^i  —  " 


a         /• 


dr 


adr 
dQ=—~, 


a 


e-0«  =  — 


a 


0O-O 


On  trouve  donc  les  spirales  hyperboliques. 

y 
3°  Trouver  les  courbes  telles  que  p  =  r  cot  -• 

On  a  

V        i  —  i/i  —  sin'V 
tang  -  =  — 


sinV 


par  suite 


*(")  =  ' 


—  s/i  —  u' 


u 


.    .  I  —  «2 —  i/1  —  " 

©  [u) — u  =  ï : 

TV/  u 

udu 


logtf. 
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Ou  a  donc 

r(l  —  \/i- —  u2)=  tf, 

/ 2  r~a 


Jiar —  a2 

u  =  * 9 


u  sjiar — a1        rdQ 


Ji  —  u7 


r —  a  dr 


dQ  = 


drsjiar  —  a? 

==       ZTZ        T\       3 


r 


(r-a) 


faisant  lar —  af=2s,  il  vient 
/±az*dz 


/Laz*dz         ,    /     ia  t  i      \ 

dO  =  ■*- =  dz H 1: 

zA — a*  \z2-\- a2        z  —  a        z-\-a/ 


intégrant  et  remplaçant  z  par  sa  valeur  en  fonction  de  r,  on  a 


.    Jiar  —  à1        .      a  —  Jiar  —  à 
0  —  B0  =  arc  sm h  log Y 

r  a  -f-  \jiar  —  a1 

_  ,  a 

Sz=z  a  loff r, 

a  — *  r 


2 


Problème  n°  43. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  cour- 
bure p  est  une  fonction  donnée  <f(r)  du  rayon  vecteur. 

Appelons  toujours  p  la  distance  de  l'origine  à  la  tan- 
gente *,  nous  aurons 

_i-  rdr  (    \ 

P  =  d=^-  =  ,(r), 
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d'où 


posons 


rdt  C  dr 


et  nous  aurons 
d'où 

et,  en  intégrant  et  désignant  la  constante  par  0O, 

le  problème  se  trouve  donc  ramené  aux  quadratures  :  les 
deux  constantes  sont  C  et  0O  ;  la  première  seule  influe  sur 
la  forme  de  la  courbe.  Nous  allons  appliquer  cette  méthode 
à  plusieurs  cas  particuliers. 

Problème  n°  44. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  coiir- 
bure  est  proportionnel  au  rayon  vecteur 

rdr        ? 

k  étant  positif. 

dp  =  kdry 

(1)  p  =  kr—a% 

a  désignant  la  constante  arbitraire;  nous  aurons  ensuite 

(2)  rf»=±— = J^JL=dr. 
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Nous  ferons  d'abord  remarquer  que,  si  a  =  o,  on  a 


dOz=zh  -=  — , 


2    r 


y/i  —  Â 

ce  qui  donne  une  spirale  logarithmique.  Supposons  main- 
tenant a  dînèrent  de  zéro,  et  d'abord  h ^>  î,  l'expression  (2) 
peut  s'écrire  : 

i°  #>i: 

a 

(3)      — - d0=± -  dr; 


S/{-JTl){kh-') 


nous  voyons  que  a  doit  être  positif.  La  différentielle  dd 
peut  s'intégrer  :  nous  ferons  le  calcul  tout  à  l'heure,  mais 
on  peut  discuter  sans  intégrer. 

Pour  que  la  valeur  de  d9  soit  réelle,  il  faut  que  r  soit 

compris  entre  7 et •  Remarquons  que  la  valeur- 

est  comprise  entre  les  limites  précédentes*,  traçons  trois 
circonférences  concentriques  de  rayon 

a  a  a 

ro  =  -, — ; — >      fi=7*      r3=z 1      r0<r,<r,; 

A*  -+■  I  A*  A  —  I 

la  courbe  est  comprise  tout  entière  entre  les  circonfé- 
rences de  rayon  r0  et  rf  •,  aux  points  où  elle  rencontre  ces 

circonférences,  elle  leur  est  tangente,  car  la  valeur  de  r — > 

tirée  de  l'équation  (3),  est  infinie  pour  /*  =  r0  et  pour 
/*  =  rf  $  aux  points  où  la  courbe  coupe  la  circonférence  de 

11  dQ    » 

rayon  r4 ,  elle  est  tangente  au  rayon  vecteur,  car  /'js  an- 
nule pour  r  =  /«.  Pour  plus  de  clarté,  écrivons  comme  il 
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suit  1  équation  (3)  : 


k  H[r-  r,)(r,-r) 

Nous  partons  de  r = r0, 9  ayant  une  certaine  valeur M0OX, 
et  le  radical  ayant  un  certain  signe,  le  signe  +  par  exemple, 
r  va  croître  à  partir  de  /•©,  dr  sera  positif;  /•  étant  plus  petit 
que  ru  r —  ri  sera  négatif  :  l'expression  de  d9  sera  néga- 
tive; 0  va  décroître  jusqu'à  ce  qu'on  ait  r  =  rt.  Nous  obte-  ] 
nons  ainsi  {fîg>  5i  )  la  branche  M0Mt  tangente  en  Mo  au 
cercle  r0  et  en  Mt  au  rayon  vecteur  OMt;  r  dépassant /^  .> 


dO  va  devenir  positif,  9  va  croître  jusqu'à  ce  qu'on  &jt' 
r  =  r8;  cel$  nous  donne  la  branche  Mi  Mf  tangente  en  &U 
au  cercle  rf  ;  r  doit  maintenant  décroître,  dr  est  négatif; 
mais  le  radical,  qui  s'est  annulé,  doit  changer  de  signe; 
d9  reste  donc  positif  et  continue  de  croître  jusqu'à  ce  quer 
repasse  par  la  valeur  rt,  pour  décroître  ensuite.  Nous  trou- 
verons ainsi  la  branche  M8  M8  M4,  tangente  en  Mt  au  rayon 
vecteur,  en  M*  à  la  petite  circonférence. 

La  courbe  se  compose,  en  général,  d'une  infinité  de  par- 
ties égales  à  telle  qui  vient  d'être  tracée. 
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Effectuons  l'intégration  dans  la  formule  (3)  en  posant 


a 
r  • 


X-hi 


a 


X  — i 
d'où 


a  a 

—  / 


X-  -+- 1         X-  —  i  a  a  ia 


sin2?  cos3?  X  —  i        X-  -4-  i        XJ —  i 

la 
dr  =  •— sin^p  cosy^fy, 


\/ \r-  TTl)  (j^r  -  ')  =  ÂTT7 8in*  «»f • 


et  nous  trouverons 


(5)  v^^,rf8  =  2'-*COf*,/?, 

X— cos2<p     T 


(o)  Q— 0«=— ==? — 2arctangl/- tangy, 

ce  qu'on  peut  encore  écrire 

/    \  *  2^  t/X-* —  isill2<p 

( 7  1  0  —  B9=  -=  ©  —  arc tang  -- -• 

7  s)  h*—  I  X-cosaj  — I 

D'après  la  formule  (4),  nous  voyons  que  les  points  où  la 
courbe  touche  la  circonférence  r0  répondent  aux  valeurs 

y  =  O,       f  =  TT,       y  =  27T,         .... 

Soient  0M  0„ . . .  les  valeurs  correspondantes  de  0  $  elles  se- 
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ront,  d'après  la  formule  (6), 

/       k  \  1 


(    *        \ 


7 


les  points  où  la  courbe  touche  la  circonférence  r,  répon- 
dent aux  valeurs 

7         2  T  2 

Soient  ffn  ff7). . .  les  valeurs  correspondantes  de  0-,  nous 
aurons 

les  points  tels  que  Mi  sont  ceux  où  dO  change  de  signe, 
c'est-à-dire,  d'après  la  formule  (5),  ceux  pour  lesquels 

i  —  k  cos  2  y  =  o  ; 
cela  repond  aux  valeurs 

II  I  T  II 

©=-arcoos-7»    ç  =  tt arccos-9    ©  =  irH — arc  cos  T>  •••* 

2  k     T  2  £     T  2  /• 

et  Ton  calculera  aisément  les  valeurs  correspondantes  de  0 
par  la  formule  (7)  ;  l'angle  M%  OM4  est  égal  à 


"G^T-) 


la  courbe  ne  se  composera  donc  d'un  nombre  limité  de 

parties  telles  que  M0M,M4,  que  si  -  est  commensu- 

yk2—  1 

rable. 

20  Ar<i. —  Dans  ce  nouveau  cas,  nous  supposerons 
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d'abord  a  positif;  nous  écrirons  l'expression  de  d6  comme 

il  suit  : 

a 

- — - dO  =± ==^=====  dr; 


^-iil.hà) 


pour  que  le  radical  soit  réel,  il  faut  qu'on  ait 


r> 7* 


Traçons  (fîg.  52)  la  circonférence  OM0  de  rayon  7- 

Tous  les  points  de  la  courbe  seront  extérieurs  à  cette  cir- 
conférence \  la  courbe  part  de  M0  où  elle  est  tangente  à  la 


Fig.  5a. 


circonférence  5  d9  est  d'abord  négatif  ;  0  diminue  jusqu'à  ce 
que  /•  atteigne  la  valeur  -»  laquelle  est  supérieure  à 7; 

A"  I  — r~  A" 

nous  obtenons  ainsi  la  partie  M0M1  tangente  en  Mt  au 
rayon  vecteur 5  r  continuant  à  croître,  0  croît  toujours. 
Pour  r  =  00  ,  0  est  infini,  car  l'intégrale 


a 


—  — //»• 

.   V(r--rT7-)(r+T^b) 


i-M 
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est  finie  ou  infinie  en  même  temps  que 


f00  dr 

J    a     ~* 


i-M 


et  cette  dernière  est  infinie. 

La  courbe  est  donc  en  forme  de  spirale  [fig.  53). 

Fig.  53. 


Si  a  est  négatif,  posons  a  =  —  a',  et  nous  aurons 


a' 


- — ^ r/Ô  =  =b dr. 

n 


\/{'--éi){'-éi) 


On  devra  avoir  /*  *>• 7:  ici  0  croît  sans  cesse  :  on  a  la 

I  —  A' 

spirale  ci-jointe. 

Revenons  au  premier  cas,  et  cherchons  la  longueur  S  de 
l'arc  M0MSM4-,  on  a 

dsi=dri->rridô\ 

ou,  en  remplaçant  dB  par  sa  valeur  (a). 

. rdr 

sjk*—\ds=  —  —  3 

V('-ÏTT)(ï^7-') 
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en  introduisant  l'angle  y,  on  a 

y/X2—  i  ds  =  — [k  —  cos2f)*fy; 

n     -—   I 

donc 

2vak 


S== y     /       (*  —  C0S2<p)rf?  = 


Remarquons  enfin  que,  pour  h  =  i , 

s[ïâd*z=z  i — i=, 


•-s 


r  varie  de  -  à  l'infini;  on  a  encore  une  spirale,  analogue  à 
l'avant-dernière \  en  écrivant 

d- 

dr  r 

dQ  =     ,  -i -  -— » 


Jiar — à2  I         (a         \ 


on  voit  qu  on  aura 


at  —  à1 


h  —  0„  = h  arc  sm 

a 


-(;-) 


Cherchons  (Jig>  54  )  la  développée  de  notre  courbe  dans 
le  second  cas,  lorsque  k  est  plus  grand  que  1.  Soit  C  le 


centre  de  courbure  qui  correspond  au  point  M,  et  soient 
r'  et  6f  les  coordonnées  polaires  du  point  C$  l'angle  ACB 
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sera  désigne  naturellement  par  V,  et  Ton  aura 

r'rfô' 


sinV'= 


^dr'*-\-r'*dV* 


Nous  partons  de  la  formule  d6  =  — /  '  ?  d'où 

r  rylr*—{kr—  a)* 

nous  tirons  t 

_r                kr  —  a 
tangV=  > 

kr —  az=z  f  sinV, 


^r* —  (kr —  a)2  ==.  rcosV. 

Le  triangle  OMC  nous  donne 

IsinV cosV 
r'sinV'  =  rcosV=-  ^r* — [kr  —  a)9.  * 

Le  même  triangle  nous  donne 

OC3  =  OM'  -f-  CM3  —  2  OM .  CM  cos  OMC 

i  •  ^itr        OM        r 

ou  bien,  comme  (JV1  =  -7-  =  T* 

/•  k 

/•*        ir*   .    „ 

r'*=  r3  -4-  — ; r-  sinV, 

j  A'2  K 

(9)  <,  ^-^(i+i[-»)-  2*r(jfr  — a), 

En  éliminant/*  entre  les  équations  (8)  et  (9),  et  remplaçant 

sinV   par  * 

r      sJdr'-'  +  ï'tdb'* 

r'*d&  

=  s]k*?'*  —  a\ 
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et  Ton  en  conclut 


\  A"  -  - 

(10)  dd'=  V  ^ 

V  xa  — i 

Or  l'équation  différentielle  d'une  épicycloïde  engendrée 
par  un  point  d'un  cercle  de  rayon  è,  roulant  sur  un  cercle 
de  rayon  Z,  est,  comme  on  l'a  déjà  vu,  problème  40  de  la 
troisième  Partie, 


(il  dQf  =  — _*_____  dr\ 

1         r'v/(/  +  2Ô)î-r'î 

et  les  équations  (10)  et  (n)  seront  identiques  si  Ton  prend 

l-\-lb=z  » 

v/x2  —  i 

a 

l=r 

Donc  la  courbe  qui  jouit  de  la  propriété  p  =  -p  où  #  est 

plus  grand  que  i,  est  l'une  des  développantes  d'une  épi- 
cycloïde dans  laquelle  le  rapport  du  rayon  du  cercle  mobile 

au  rayon  du  cercle  fixe  est  -  (  ■  —  i  \  • 

»w**-«    ) 


Problème  n°  45. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  cour- 
bure est  proportionnel  au  cube  du  rayon  vecteur. 

r3        rdr         ,,   ,        ,         a?dr 
o  =--=--- ,      d  ou      dp  =  —-- . 
a7        dp  r2 

T.  —  Rec.  21 
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Intégrant  et  désignant  la  constante  par  ai,  il  vient 


on  tire  de  là 


</0--±: 


(,*-£)* 


v>,_  (,*_£)' 


ou  bien 

,   .  ,  ,  (  2  br  —  à1  )  dr 

(  i)  (10  =±  — ^:_  r_A ._ .__' 


r\/(r2-t-  7.br—  a2)(/-2—  2Ôr-t-<x2) 

Nous  sommes  conduits  à  une  intégrale  elliptique;  nous 
allons  chercher  néanmoins  à  nous  rendre  compte  des  di- 
verses formes  de  la  courbe,  suivant  les  valeurs  de  la  con- 
stante arbitraire.  Considérons  les  deux  équations  du  second 
degré 

(2)        73-t-2#r — rt'=o,  (3)     r2 — 2£r-t-aa=o; 

la  première  a  toujours  ses  racines  réelles,  l'une  positive, 
l'autre  négative  :  nous  les  représenterons  par  r%  et  —  rt  j 
la  seconde  n'a  ses  racines  réelles  que  dans  le  cas  où  b*  est 
plus  grand  que  a*  ;  elles  sont  toutes  les  deux  positives  ou 
négatives  si  b  est  positif  ou  négatif.  Soient  ces  racines  7*t 

et  i\\  posons,  en  outre,  r0  =  — r«  jNous  sommes  amenés  a 
distinguer  plusieurs  cas. 

Premier  cas  :  b*  *>  a*  et  b  ^>  o.  —  Nous  avons  donc 


(4) 


r,  =  -H  b  -4-  y/rt'-h  b1  )  r3  —  b  —  *Jb2—  a1, 


a? 


—  b-h  sjà1  -f-  b7  )  /\  =  b  --h  \fb*  —  a2, 


26 


L'expression  (1)  de  dQ  va  s'écrire 

(5)  —  =  ± (L~^)dr 
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Rangeons  les  quantités  r0,  /*,  r3,  r*  par  ordre  de  grandeur*, 
on  a 

r0  — r2=  -L(   d*-\-*b*—ibJâ*  +  lï)  =  -i-  L'a1  +  b>  —  fc)2, 

26>  2» 

r3  —  r„  =  -i-  (2 &'  —  a*  —ib  Jb'—aA  =  -^  (Jb*^-!*  —  b)'; 

9.0  ^  v  2&     v 

nous  avons  donc 

L'expression  (5)  de  d9  ne  sera  réelle  que  quand  r  sera 
compris  entre  /',  et  rd  ou  bien  entre  r4  et  -h  oo  .  Traçons 
donc  les  circonférences  ayant  pour  centre  l'origine  et  pour 
rayons  r2,  /•(>,  /'s  et  i\  ;  une  partie  de  la  courbe  sera  comprise 
entre  la  première  et  la  troisième  de  ces  circonférences  ;  une 
autre  sera  entièrement  extérieure  à  la  quatrième.  La  courbe 
sera  tangente  aux  circonférences  r2,  /'8  et  r4  aux  points  où 
elle  les  rencontre  ;  elle  sera  tangente  au  rayon  vecteur  aux 
points  où  elle  rencontre  la  circonférence  r0.  Partons  de 
/•  =  /'j  ;  supposons  que  pour  cette  valeur  9  soit  nul,  et  pre- 
nons le  radical  avec  le  signe  -+-  ;  la  valeur  de  d9  est  négative 
tant  que  r  est  inférieur  à  /*0  ;  donc  0  est  négatif  et  décrois- 
sant. Pour  r= 7*o,  0  est  un  minimum;  /*  continuant  à  croître, 
d9  devient  positif,  0  croit-,  quand  r  a  atteint  la  valeur  r8,  il 
doit  décroître;  le  radical  et  dr  changent  de  signe;  0  aug- 
mente toujours  jusqu'à  ce  que  r  repasse  par  la  valeur  r0, 
après  quoi  9  diminuera.  Nous  obtenons  ainsi  la  courbe 
MoMiMtMsMi.. .  (Jig.  54)i  composée  en  général  d'une 
infinité  de  parties  égales  entre  elles. 

Faisons  maintenant  varier  /•  de  rt  à  -4-  00  •,  nous  pren- 
drons encore  9  =  o  pour  r  =  i\  ;  9  croît  sans  cesse.  A-t-il 
une  limite  finie   pour  r  infini,   c'est-à-dire  l'intégrale 

/•"*"*_  (r-r.)dr 

Jr4         r\/ 


1---—  est-elle  finie  ?  Cette 


r*J{r-+-rx)[r~rx)[r—r%)[r—ri) 
T.— /tee.  2I- 
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intégrale  est  finie  ou  infinie  en  même  temps  que  /  — - 

Cette  dernière  étant  finie  (fig.  55),  0  tend  vers  une  limite 

FiC.  55. 


finie  «  ;  il  y  a  lieu  de  chercher  si  la  courbe  a  une  asym- 
ptote; il  faut  voir  si  r'  —  est  fini  pour  r  infini.  Or 

,rfB_ it>r{r  —  r,) 


fa  +  r^r-^r-r,)  [r-r<) 


et  cette  expression,  pour  r  infini,  est  égale  à  a  h.  Il  y  a  donc 
une  asymptote  située  à  la  distance  ai  de  l'origine.  Remar- 
quons qu'on  a  3^>rf;  nous  avons  ainsi  la  branche  infinie 
NoN,.  Si  nous  avions  pris  le  radical  avec  le  signe  — ,  nous 
aurions  eu  la  branche  égale  N0IS',. 

Deuxième  cas  :  b'^-a1  et  b<^o.  —  Dans  ce  cas',  r9 ,  rt 
et  rt  sont  négatifs.  Faisons  ;»  = — r't ,  rt  = — r\ ,  rk  = — r\ ., 


r 
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et  nous  aurons 

dO 


(r-f-rjjifr 


2*        r^(r+rO(r-r,)(r-+-r;)(r-f-r;)7 

7*  variera  de  /•,  à  -f-  oo  ;  la  partie  M0  Mj . . .  de  la  courbe 
n'existera  plus;  il  restera  une  courbe  à  branches  infinies 
avec  asymptotes,  tout  à  fait  analogue,  à  la  courbe  NtN0Ni. 

Troisième  cas  :  b*  <^  a*  et  b^>o.  —  Ici  les  racines  r8 
-et  t\  sont  imaginaires.  Faisons  (r-h/*i)(r — r^)  (/• — r4)  ;=R: 
R  sera  toujours  positif;  nous  aurons 

d9  (r  —  rAdr 

2^~"/.v/(r_  r2)R7 

/•  varie  de  r,  à  -f-  oo  en  passant  par  r0  ;  6  est  négatif  et 
décroissant  tant  que  /*  est  plus  petit  que  r0;  il  est  crois- 
sant pour  r^>r0;  il  y  a  encore  une  branche  infinie  avec 
une  asymptote.  Nous  obtenons  ainsi  la  branche  MoMiMf 
(J*8m  ^)>  (ïue  nous  compléterons  par  la  partie  symétrique 
de  la  précédente  par  rapport  à  Ox. 

Quatrième  cas  :  b%  <^a%  et  b  <^  o.  r0  devient  négatif; 

Fig.  5G. 


/*  varie  encore  de  rt  à  -+-  oo  ,  mais  sans  passer  par  7*0  ;  la 
boucle  du  cas  précédent  disparaît,  et  il  reste  seulement 
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une  courbe  à  branches  infinies,  telle  que  la  courbe  N,  N0Nt    ! 
du  premier  cas. 

Cinquième  cas  :  h  =  -H  a.  —  L'expression  r*  —  2  br -h  a* 
est  un  carré,  et  Ton  trouve 


■M) 


dr 

\  o   / 

<!Q  = 


r(r—  a)  v^r  -+-  /-,)(/  —  r,) 

On  a,  du  reste, 

7,=  «(^2—  i), 

a  (  ^2  —  1)  <  -  <  a  ;  r  varie  de  r,  à  -4-  00  ;  mais  0,  qui  croît 

tant  que  r  est  plus  petit  que  ->  qui  décroit  ensuite,  0  de- 
vient  infini  pour  r  =  a.  L'intégrale 


r—"\dr 


r(r__a)  ^(,.4- /,)(/•— r,) 


est,  en  effet,  infinie.  La  courbe  (Jig.  5  7  )  est  donc  asymptote 

au  cercle  r  =  a. 

Fi&.  57. 


^ 


En  construisant  la  courbe  représentée  par  l'équation 

t/^     r(r-r-a)  ^(r-Hr,)(r— /,) 
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où  r1  est  plus  grand  que  a,  et  r  varie  de  r1  à  -f-  oo  ,  on  aura 
encore  une  branche  infinie  avec  asymptote. 

"Sixième  cas  :  b  =  —  a.  —  Alors 

[iar-+-  a*)dr 

dô  = — - —  ; 

r(r-ha)  )/{r -h  rt)  (r— r2) 

r  varie  de  rt  à  -f-  oo  ,  0  croît  sans  cesse  ;  on  a  une  branche 
infinie  analogue  à  la  branche  N0Ni  du  premier  cas. 

Remarque.  —  Dans  les  deux  derniers  cas,  l'intégration 
peut  s'effectuer. 

Revenant  à  l'équation  (i),  supposons  b  =  o;  nous  trou- 
verons 

ePdr  a*d.r7 

d&  =       ,  = r== 

r^/r*  —  a*        ir2  yr*  —  a* 

ou  bien 


dB  = 


—  a*d  — 
r2 


vA--£T 


•     .  / 


on  en  lire,  en  intégrant, 

2(0  —  0»  )  =  arccos  ~  9 


a7 


r7 


a2 


COS2(0—  ô0) 


ce  qui  est  l'équation  d'une  hyperbole  équilatère  dont  le 
demi-axe  transverse  est  a. 

Problème  n°  46. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  cour- 
bure est  inversement  proportionnel  au  rayon  vecteur. 
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on  aura  donc 

rdr       a7  r*dr 

dp         r  a2 


9 


2À^ 

Intégrant  et  désignant  la  constante  par  —  >  il  vient 


3aa  <Jdr*+r*dW 

m 

On  tire  de  là 

*/0  =  ±  — ======  dr 

ou  bien 

(i)      rfô^r1-  V  y 


r  y  vfs-t-  3tf2r-+-  2^3)  ( —  r3-+-  3a'r  —  2^3J 

Le  problème  est  ramené  aux  quadratures.  Bien  que  nous 
ne  puissions  pas  intégrer,  nous  allons  chercher  à  nous 
rendre  compte  des  formes  diverses  que  peut  prendre  la 
courbe,  suivant  les  valeurs  de  la  constante  arbitraire  b. 
Posons 

P  —  r3-f-3«3r-f-  nb\ 

Qz=r3— 3ûar-j-2^3; 

le  critérium  4/?8  -H  27^*  est,  pour  les  deux  équations  P  =  o 
et  Q  =  o, 

io8(£6-f-«6)      et     io8(  &•—*•). 

On  en  conclut  que  l'équation  P  =  o  n'a  jamais  qu'une  ra- 
cine réelle,  qui  est,  du  reste,  de  signe  contraire  à  celui  de 
b  $  l'équation  Q  =  o  n'aura  non  plus  qu'une  racine  réelle 
et  de  signe  contraire  à  b  si  Ton  a  è6  ^>«6$  elle  aura,  au 
contraire,  ses  trois  racines  réelles  si  b6  est  plus  petit  que  a6, 
deux  racines  positives  quand  b  sera  positif,  une  seule  racine 
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positive  quand  b  sera  négatif.  Nous  sommes  ainsi  conduit 
à  distinguer  plusieurs  cas. 

Premier  cas:  b*^>a*  et  b  <^ o.  —  Si,  avec  i8  >  a%  on 
avait  b  ]>  o,  l'équation  Q  =  o  n'aurait  qu'une  racine  réelle 
et  négative,  de  même  que  l'équation  P  =  o-,  la  quantité 
placée  sous  le  radical  serait  négative  et  la  valeur  de  dQ  ima- 
ginaire pour  toutes  les  valeurs  positives  de  r;  avec  &6^>a8, 
nous  prendrons  donc  b  <^o\  les  équations  P  =  o  et  Q  =  o 
auront  chacune  une  racine  positive.  Soient  r'  la  première, 

rtt  la  seconde  $  posons,  en  outre,  r0  = — byji.  Je  disque 
r"  est  plus  grand  que  rf;  car,  si  l'on  substitue  r"  dans  la 
valeur  de  P,  en  tenant  compte  de  la  relation 

on  aura  le  résultat  positif  6a* rn\  r"  et  zéro,  substitués  dans 
P,  donnent  des  résultats  de  signes  contraires  -,  la  racine  r' 
est  donc  comprise  entre  zéro  et  r/;.  Je  dis  maintenant  que 
r0  est  compris  entre  r  et  r"  :  en  effet  les  résultats  de  la  sub- 
stitution de  /0  à  la  place  de  r,  dans  P  et  Q,  sont  respective- 
ment -f-  3  a*  /'o  et  —  3aV0$  nous  avons  donc 

et  l'expression  (  i  )  pourra  s'écrire 

f» r3 

dQ=±  -  9  dr, 

rsl[r-r'){ru—r)K 

R  désignant  une  fonction  de  r  qui  reste  positive  pour  toutes 
les  valeurs  positives  de  r.  Nous  voyons  que  r  doit  être  com- 
pris entre  r'  et  rn.  Partons  de  r  =  r',  prenons  0  =  o  et  le 
radical  avec  le  signe  ■+•  ;  r  augmentant,  6  diminue  ;  pour 
/'  =  7'0,  Q  est  un  minimum;  7*  augmentant,  0  augmente }  r, 
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ayant  atteint  /,,;,  doit  diminuer;  0  augmente  encore  et  ne 
recommence  à  diminuer  que  quand  /•  repasse  par  la  valeur 
/•<>}  il  diminue  jusqu'à  ce  que  r  revienne  à  sa  valeur  ini- 
tiale r'.  La  courbe  aura  donc  une  forme  analogue  à  celle  de 
la  courbe  M0  Mt  Ms . . . ,  discutée  dans  le  premier  cas  du 
problème  précédent. 

Deuxième  cas  :  b*  <  a*  et  b  ^>  o.  —  L'équation  P  =  o 
n'a  pas  de  racine  positive,  l'équation  Q  =  o  en  a  deux*, 
désignons-les  par  i\  et  rt,  et  supposons  rt  <'**}  l'expres- 
sion de  dd  deviendra 


d0  =  ±: 


/••  -+-  2  b* 


rs/{r-ri){'>  —  r)R« 


dr, 


Rt  désiguant  une  fonction  qui  reste  positive  pour  toutes  les 
valeurs  positives  de  r.  Nous  voyons  que  /*  ne  peut  varier 
qu'entre  les  limites  ri  et  ra,  mais  que,  dô  ne  s'annulant 
plus,  0  va  toujours  en  croissant.  On  a  une  courbe  (fig.  58) 
telle  que  M0  M,  M,  M8 . . . . 


Fiff.  58. 


Considérons  en  particulier  le  cas  de  £  =  o}  l'expres- 
sion (i)  de  dQ  va  nous  donner 


d9=: 


rdr 


i     ôa7 


y/$a*  — 


V7,  -  {&) 
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en  intégrant,  nous  trouverons 

/-* 

2(0  —  G0)  =arcsin^— -> 

r2  =  3«»sin2(0  — 0#), 

équation  d'une  lemniscate. 

Troisième  cas:  b*<^a6  et  b<^o.  —  Dans  ce  cas,  les 
équations  P  =  o  et  Q  =  o  ont  chacune  une  racine  positive. 
Soient  ces  racines  r\  et  /•', ,  r\  <^  r\  ;  nous  aurons 


r3  —  rf 


dO—dz °  dr, 

Ttt  étant  positif  en  même  temps  que  r  \  la  courbe  est  du 
même  genre  que  dans  le  premier  cas. 

Quatrième  cas  :  b  =  —  a.  —  L'équation  Q  =  oa  deut 
racines  égales  à  —  a,  et  Ton  a 

dB  =z-±Z v  ;  ; 

/■(r  +  û)  y/(r3-h  3a* /• —  2a3)  (2a  —  r) 

r  doit  être  compris  entre  la  racine  positive  de  l'équation 

P  =  o  et  2  a  -,  d9  s'annule,  dans  cet  intervalle,  pour  r = a  y/i  : 
on  rentre  encore  dans  le  premier  cas. 

Problème  n°  47. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  cour- 

3 
bure  est  proportionnel  à  la  puissance  -  du  rayon  vecteur, 

4b 


S 


f*         rdr         ,  la   , 

d'où,  en  appelant  £  la  constante, 

p=2  ^tf  r  -f-  £  ; 
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on  en  déduit 


dQ  = 


d0=± 


( 2  sjar  -\-b)dr 


r\/r2— (2  s[âr+b)x 

(2  yV/r-+-  ^  Wa 


^V(r-H  2  v''"7"  "+"  h)  (r  —  2  ^ar —  ô) 
(1)     j^Q  =  ^  _  (*sfr+b)dr 

W[(N/r+V^)J-(«-^)][(^~^)a-(a-H^)J 


{i\far  -4-  è)  — 


/r(v'r-f-  V/a  -+"  \A*  —  è)  {yfr-hfi—  sja  —  6)1 

ou,  en  faisant  /•==£%  a  =  a*.  a  —  i  =  (3f,  «-4-0  =  7*,  d'où 

/3«-4-/=aaf, 

(2az  -h  a2—  p»)rfz 

-  ■ 

z^(z-+-a-f-p)(z-f-a  —  {J)(z-«  +  7))(z-a  —  7) 


^0=dz2 


Nous  laisserons  au  lecteur  la  discussion  de  la  courbe;  nous 
nous  bornerons  à  considérer  le  cas  de  b  =  o  ;  l'équation  (1) 
devient,  après  réduction, 

2  Jadr 
dQ  = 1 ,      d'o 

r^r  —  4a 

d'où 


2 

— 

arctang 

\l'- 

—  4  a 

4« 

cos2 

2 

!•' 

équation  d'une  parabole  ayant  l'origine  pour  foyer  et  8  a 
pour  paramètre. 
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Problème  n°  48. 

On  trace  sur  un  cylindre  de  révolution  une  courbe  dont 
la  première  courbure  est  constante;  trouver  ce  que  devient 
cette  coube  quand  on  étale  le  cylindre  sur  un  plan. 

Prenons  Taxe  du  cylindre  pour  axe  des  z  et  le  plan  de 

la  base  pour  plan  des  xy.  Soient  a  le  rayon  de  la  base  du 

cylindre,  ha  le  rayon  constant  de  la  première  courbure  de 

la  courbe  considérée,  .r,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point 

quelconque  de  la  courbe,  et  a  Tare  de  la  circonférence  de 

la  base  du  cylindre  compris  entre  Taxe  des  x  et  le  point  xy 

y\  nous  aurons 

o-  .     <r 

x  =  a  cos  -  9      rrrflsm-» 
a  a 

ds2    ' 
(,)  ka  = 


v/(</2x)'-f-  (d'y  Y  -+-  [d2z)2  —  (d's)* 

Prenant  a  pour  variable  indépendante,  je  trouve 

dx  <r  d2x  i         tr 

—  =  —  sin  -,  -r— •  = cos  -  ? 

dn  a  de2  a        a 

dy  g  d2y 

dd  a  d(T2 


de        V 


dz2        d2s 
*"*"  de*9      ~d? 


I     .     c 

sin  -  5 

a        a 

dz  d2z 

dv  dts2 

1         dz2 

Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  il  vient,  après  ré- 
duction, 


3\    2 


k  = 


/         dz2  Jd2z\2 
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<•>    *-2-v/("£)[("S)-4 

Remarquons  que,  quand  on  étale  la  surface  du  cylindre 
sur  un  de  ses  plans  tangents,  a  est  l'abscisse  et  z  l'ordonnée 
d'un  point  quelconque  de  la  transformée  delà  courbe \  nous 
allons  construire  cette  transformée.  L'équation  (a)  est  de 
la  forme 


) 


dz 


On  sait  que,  dans  ce  cas,  pour  intégrer,  on  pose  —  =  u; 


da 


.   .  dz 


nous  ferons  ici  ~  =  tanga;  a  sera  l'angle  que  fait  la  tan- 

gente  à  la  courbe  avect l'axe  des  abscisses;  l'équation  (a) 
deviendra 


d0L 


ha  —-  cosa  —  di  —  k2  cos'a; 
da 


nous  aurons  donc 

/ON       ,  Àacosa        ,  _  Xasina 

(  6  )      d<rz=  _______  da.     et     dz  =  — —  aa. 

»  V  I  —  /•'  cos*  a  V  I  —  h2  cos'a 

On  est  conduit,  comme  on  voit,  à  des  intégrales  elliptiques, 

Fig.  59. 


néanmoins  on  peut  discuter  aisément;  nous  distinguerons 
trois  cas  : 
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i°  i<^i  {fig*  S9â),  ou  le  rayon  constant  de  la  première 
courbure  plus  petit  que  le  rayon  du  cylindre. 

Dans  les  formules  (3),  le  radical  est  toujours  réel-,  par- 
tons de  cf.  =  o  et  prenons  a  =  o,  z  =  o,  ce  qui  ne  changera 
rien  à  la  forme  de  la  courbe;  la  courbe  passe  donc  au 
point  O  où  elle  est  tangente  à  Ou;  a  augmentant,  g  et  z 

de       dz  •  •/»     -n  n    dd 

augmentent,  car  —  et  —  sont  positifs.  Pour  a  =  -5  -r-  =  o, 

0  7  dx        do.  r  2    do.  ' 

la  tangente  est  parallèle  à  Oz;  à  partir  de  là,  a  décroît,  car 
—  est  négatif  5  en  B  la  tangente  est  parallèle  à  Ox.  En  fai- 

sant  varier  a  de  7r  à  27r,  on  trouverait  la  partie  BA'O  symé- 
trique de  BAO  par  rapport  à  Oy.  Soient  a'  et  a"  deux  va- 
leurs de  a  dont  la  somme  égale  1 80  degrés 


«'=-.-4-8,      a"  — S. 

2        l  2 


On  voit,  par  la  décomposition  des  intégrales  définies  en 
éléments,  que 


-9 

a 

7T 


JC a     kacosoidcL     /*a      Aacosadot. 
o      ^1  —  A*  cos4  a        J  o      \/l  —  A'  cos* 

Ç a    /asina^fa  .  /*a      Xasinarfa      /*3     Xasinarfa 

Jo      ^1  —  X2cos4a        Jo     y^i  —  A2  cos4 a  J0     ^1  —  A2cos4a 

ce  qui  montre  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à 
la  droite  A  A';  elle  Test  déjà  par  rapport  à  BB'$  donc  elle 
admet  pour  centre  le  point  C. 

20  k  ^>  1,  ou  le  rayon  constant  de  la  première  courbure 

plus  grand  que  le  rayon  du  cylindre. 

1  •» 

Faisons  cos*a0=  t?  et  nous  aurons 

A- 

,.         ,  acosa  _  _  asmctda. 

(4)        "n  —  ~ "*,      dz  = ■ 

y  cos4  a0  —  cos4  a  y/cos4  a0  —  cos4  a 
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Remarquons  d'abord  que  ces  équations  sont  satisfaites  par 
a  =  «0,  qui  donne  da  =  o  ;  nous  trouvons  donc  déjà  comme 
solution  l'hélice-,  on  sait,  en  eflet,  que  le  rayon  de  sa  pre- 
mière courbure  est  constant. 

Nous  voyons  (Jig-  Go)  que,  dans  les  formules  (4),  le 


radical  ne  sera  réel  que  pour  les  valeurs  de  a  comprises 
entre  a0  et  7T —  a0  et  entre  tt  -f-  a0  et  2  7r  —  a0. 

Partons  de  a  =  a0>  et  prenons  en  ce  point  g  =  z  =  o  ; 

a  augmentant,  o*  et  z  augmentent  j  pour  a  =  ->  la  tangente 

est  parallèle  àOz;  nous  obtenons  ainsi  la  partie  OAt  de  la 

courbe.  Les  valeurs  de  a  comprises  entre  -  et  7r  —  a0  nous 

donneront  la  partie  Aj  B4  symétrique  de  la  précédente  par 
rapport  à  AjCi.  Si  Ton  fait  varier  a  de  tc  -f-a0  à  in  —  <z0, 
on  obtiendra  un  arc  de  courbe  égal  à  OAt!^,  mais  tour- 
nant sa  concavité  vers  les  abscisses  positives.  On  peut  le 
placer  arbitrairement,  puisque,  entre  les  valeurs  7r  —  <x0  et 
7r  -f-  «o  ^e  aî  a  et  z  ^nt  cessé  d'être  réels  \  nous  le  placerons 
de  manière  qu'il  fasse  suite  au  premier,  et  nous  aurons 
ainsi  construit  la  courbe  OA4  Bj  A't  El5  qu'on  peut  d'ailleurs 
répéter  indéfiniment. 
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3°  h  =  i ,  ou  le  rayon  de  la  première  courbure  égal  à 
celui  du  cylindre  *,  on  a  ici 


(5)         d(T  = da,     dz=z 

aina  ^\  -f-  cos'a 


a 


V^i+  cosa  a 


dix. 


On  peut  effectuer  l'intégration  pour  ce  qui  concerne  da\ 
en  effet  on  peut  écrire 


d a  z=z  — x 


dsina 


sin 


a  i/i sin'a 


a 

7 


d-r 


sina 


/ZUTI' 

y   sin2  a        2 


d'où 


=  —  -^=log(  -A-  -h  \/t^ ~  ) 

â/2        \sina         y    sin2a        2/ 


i-f- 


=  __        log 

V/2 


y/ï-Isin^ 


sina 


je  n'ai  pas  ajouté  de  constantes  \  cela  ne  change  rien  à  la 
forme  de  la  courbe.  Pour  a  =  o,  <j  =  —  oo  ,  et  Ton  peut 
prendre  z  =  o  ;  a  augmentant,  a  et  z  augmentent  jusqu'à  ce 

qu'on  ait  a=  -•  Nous  obtiendrons  la  courbe  KHL  (Jig*  6 1) 

Fig.  61. 


O 


ayant  deux  asymptotes  parallèles  dont  Tune  est  Taxe  Oc 


T.  —  Xec. 


22 


{>) 
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Problème  n»  49. 


Sur  un  cylindre  de  révolution,  on  trace  une  courbe 
dont  les  plans  osculateurs  coupent  la  surface  sous  un 
angle  constant',  on  demande  ce  que  devient  cette  courbe    \ 
quand  on  développe  la  surface  cylindrique  sur  un  plan. 

Prenons  Taxe  du  cylindre  pour  axe  des  z  et  le  plan  de 
sa  base  pour  plan  des  xy  \  soient  a  le  rayon  de  ce  cylindre, 
i  l'angle  constant,  ar,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe,  a  Tare  de  la  base  du  cylindre  compris 
entre  la  projection  de  ce  point  et  Taxe  des  x,  X,  jti,  v  les 
angles  que  fait  avec  les  axes  l'angle  du  plan  oscillateur-, 
nous  avons 

COSl  =  COS  A  COS h  COStt  sin  -  j 

a  a 

COS>  COS  fit  cosv 


dyd2z —  dzd2y        dzd2x —  dxd2z        dxd*y —  dyd*x 

cost 

~  ,  ■  W*  -    ■  l    -il      ■    I  II     ■  — *-B-^l  I      I    ■  M^ ««P^«a^N^^^MMHW 

cos  -  [dyd2z  —  dzd2y)  -+-  sin  -  [dzd2x  —  dxd2z) 


^[dyd2z  —  dzd7y)i'h(dzd,x—dxd2z)2-\-(dxd2y  —  dyd'i 

La  dernière  équation  donnera  la  solution  quand  on  y  aura 
remplacé  x,y,  z  par  les  valeurs  suivantes  : 


x  =  a  cos  —  ?     y  =  a  sin  -  • 
a  a 


Faisons  le  calcul  en  prenant  a  pour  variable  indépendante  $ 
nous  trouverons 


ax                .     fj 
—  z=  —  sin  - , 
a<r                  a 

d*x                I           CT 
-7—  = COS-, 

da*              a        a 

dy                  cr 

—  =  -f-  cos  -  5 
d <t                  a 

d2y             1    .    <r 

,      =          sin„5 
cig               a        a 

i 


d'où 
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dy  d2z        dz  d2y  <r  d2z         i    .    a  d2z 

da  da2         da  de2  a  da2         a        a  dts~ 


i 


dz  d2x        d.r  d2z  .     a  d2z         i         g  dz 

—  __ . _  =  Sin-  — cos — -i 

dv    da2         de   da2  a  da2         a        a  du 

dx  d2y        dy  d2.x         i 

da  da2         d<j  de2         a 

L'équation  (i)  deviendra 

cos;  i 


d2z 
~dë2 


I  ld**\       i    dz2         i 
V  \dâ~%)  "^ô5  d?  "*"  a2 


On  en  tire 


d*z  I        dz" 


d*z  I 

aVm*'dï=V 


=  K/l+d?> 


ou,  en  introduisant  le  rayon  de  courbure  p  et  l'angle  a  que 
fait  la  tangente  avec  l'axe  des  abscisses, 

a  tansi 
'  cos2  a 

Or,  dans  le  problème  1  de  la  troisième  Partie,  on  a  vu  que 
cette  équation  est  celle  d'une  chaînette.  Donc  le  dévelop- 
pement de  la  courbe  considérée  est  une  chaînette  dont  Taxe 
est  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre. 

Problème  n»  50. 

Trouver  les  trajectoires  sous  un  angle  constant  a  des 
méridiennes  d'une  surface  de  révolution. 

Prenons  pour  axe  des  z  Taxe  de  révolution  et  l'équatcur 
pour  plan  des  xy  \  soient  r  la  distance  à  l'axe  d'un  point 
quelconque  de  la  surface,  0  l'angle  que  fait  le  méridien  de 

22. 
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ce  point  avec  le  plan  des  xz,  on  aura 

(i)  .r  =  rcos0,     y=zrsin9,     s=ç(r), 

en  supposant  que  l'équation  de  la  courbe  méridienne,  dans 
le  plan  des  zx,  soit  z  =  y(x). 

Pour  avoir  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes 
de  coordonnées  la  tangente  à  la  méridienne  passant  par  le 
point  considéré,  il  suffit  de  diflférentier  les  formules  (i) 
sans  faire  varier  0.  Soient  ces  cosinus  X,  ^,  v  -,  nous  trou- 
verons 

X  fi  v  i 

cosBdr       sinO  dr       j[r)dr       dr^i  -f-  ?'2(/) 

d'où 

cosO  sinÔ  l'ir) 


v/i  +  ï'V)  v/i  +  <p"('')  ^i  +  f'CO 

Les  cosinus  V9  p',  v'  des  angles  correspondants  pour  la  tra- 
jectoire sont 

i dx  9 dy         f dz 

ds  ds  ds 

Nous  aurons  donc 

,    x  cosOdx  -f-  sinQdy  -4-  ©'  f  r) dz 

(i)  J       Y  l   ;      =cosa> 

)Ji  +  ^[r)ds 

Or,  en  différend ant  les  équations  (i)  et  faisant  varier  r 

et  0,  on  a 

dx  =  cosBdr  —  r  sin  BdO, 

dy  =  sinQdr  -f-  rcosQdQ, 

dz  =  <t'(r)dr, 


ds  =  s/[*  +  j2[')]dr' +''&'• 
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Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2),  elle  devient 

\IT-+Ï'2\7)dr  =  cosa  ^[i-H  <p'2(/)]^J-f-  r*dQ*, 

<l'où 

dr 


(3)  dû—  tanga  —  \/ 1  -+-<?'2(r)« 

Dans  chaque  cas  particulier,  la  fonction  ç  sera  donnée; 
l'équation  (3)  fera  connaître  0  en  fonction  de  r,  c'est-à-dire 
l'équation  en  coordonnées  polaires  de  la  projection  de  la 
trajectoire  sur  Péquateur. 


APPLICATIONS. 

i°  Trouver  les  trajectoires  sous  l'angle  constant  a  des 
méridiennes  d'un  tore  circulaire.  Peut -on  déterminer 
l'angle  a  de  jaçon  que  les  projections  des  trajectoires 
sur  V èquateur  soient  des  ellipses? 

Soient  R  le  rayon  du  cercle  générateur,  /  la  distance  de 
son  centre  à  Taxe  }  la  fonction  y  est  ici 


l'équation  (  3  )  de  l'exercice  précédent  devient 


<£9r=Rtanga 


dr 


ryl&*—[r—iy 
ce  que  l'on  peut  écrire 


r 
dO  =  —  Rtanga 


Supposons  /}>  R,  c'est-à-dire  que  la  surface  ne  rencontre 
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pas  l'axe  *,  nous  aurons 

/'— R»    i 

v//J  — Ra          ^  R      €r 

- — - cota  ciO=—  =———=— — 


/        //*  —  R'  i         l\* 
et,  en  intégrant, 


•   .  / 


*— g —  cota(0  —  0.)  =  arc  cos  (  — — 1 


/'  — Ra 


Rcos     ^— cota(0  — ô0)  I 


/-h 


expression  de  la  forme 

P 


i  -f-  £cosm(0  —  0O) 


Ces  courbes  seront  des  ellipses  ayant  l'origine  pour  foyer 
quand  on  aura 


d'où 


. .         Jp ri3 

m  =  i      ou  bien     11 _cota~i. 

R  ' 


^n„         \//a— R* 
tanga  =  _ 9 

R 


ce  qui  montre  que  l'angle  a  cherché  est  le  complément  de 
la  moitié  de  l'angle  sous  lequel  le  cercle  générateur  est  vu 
du  centre  de  la  surface. 

\/rJ— -T2 
Danslecasoù/<Ron  trouve,  enfaisantrc=- — -  —  cota, 

R 

2V/R2—  P 


R2  il 

R2-''  y/R'^ 


Enfin,  pour  /  =  R,  on  a 

2R 


I-t-COtJa(0  — 0O)J 
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'2°  Quelle  doit  être  la  méridienne  de  la  surface  de  ré- 
volution pour  que  les  trajectoires  sous  l'angle  constant  a 
des  méridiennes  se  projettent  sur  l'équateur,  suwanl 
des  paraboles  de  même  paramètre  ayant  l'origine  pour 
foyer? 

Reprenons  l'équation 

dr   r 


[a)  </0r=tanga  —  y  i  H-<p'2(')ï 

nous  devons  avoir 


0-ô/ 
cos2 


d'où 

0  =  2arccos<7' r  2  -+-  09J 
•        dr 


i      ± 

.  1   -~  2 


dQ  =  q 


2 


s/r  —  q 


Portant  cette  valeur  dans  l'équation  (a)*  nous  aurons 


_    i/5 


V'  —  <I 


,.   .        i  /  sin2a 


donc  la  méridienne  sera  définie  par  l'équation 


(*) 


dz  4  /  sin2a 

dx         \        x  —  a 


Il  est  aisé,  en  partant  de  là,  de  montrer  que  la  méri- 
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dicuiie  est  une  cycloïde.  Prenons  {fig.  62),  en  effet, 


OA  =  a,      OB  ==  -A- ,     d'où     AB  =  q  cot*  a, 

sm'a 


n 


BC  =  BC'i=:  -fco^a, 
2 


Je  dis  que  la  méridienne  est  la  cycloïde  engendrée  par  le 


cercle  de  diamètre  AB,  roulant  sans  glisser  sur  la  droite  CC. 
Pour  cette  courbe,  on  a,  en  effet, 


dz  „TTT       MH       i/lH.HK 

-=tangfflH^_=V_-^v    m 


Y   IH 


ou 


—  ? 


Pour  chaque  valeur  de  a,  on  trouverait  une  cycloïde  dif- 
férente pour  méridienne  de  la  surface. 
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Problème  n°  51. 

Trouver  les  lignes  de  courbure  et  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  de  l'hélicoïde  gauche  à  plan  directeur. 

Cette  surface  est  engendrée  par  une  droite  qui  rencontre, 
à  angle  droit,  Taxe  d'un  cylindre  de  révolution  et  s'appuie 
constamment  sur  une  hélice  tracée  sur  le  cylindre.  Elle  a 
pour  équation 

y 

z  =  a  arc  tang  — 

x 

ou,  en  introduisant  les  variables  auxiliaires  p  et  w,  coor- 
données polaires  sur  le  plan  des  xy,   ^ 

j?=pcosw,     jr==psin<û,     z  =  au. 
L'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure  est 

/   »  dx  -f- pdz dy  -f-  qdz 

**'  dp  ~~         dq         " 

On  trouve  aisément 

«siiiw                     acosot 
p  = »      <7  =  H ■* 

P  P 

et  l'équation  précédente  devient 

—  pd:p  costià  -f-  â'sinutfa       pd.p  sma>-t-  a*  coswr/w 

,sinw                                      _cos&> 
pd ad 

P  P 

En  simplifiant,  on  trouve 

dp*=z[p*+a*)dtà\ 
d'où 

(2)  -7Â==±:&: 

\/p2  -+-  à1 
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Les  variables  sont  séparées.  En  intégrant  et  désignant  la 
constante  par  co0,  on  a 


logi- ^ =  zh(<*  —  «oj, 


On  en  déduit 


—  p  -f-  yV ■+■  **  --  «^("-"O     et     p  =  - [^("-"O  —  «-*(•-• ••)]. 

Si  Ton  prend  les  signes  supérieurs,  on  a  les  projections  des 
lignes  de  courbure  du  premier  système  ;  les  signes  inférieurs 
donnent  celles  du  second  système.  Toutes  ces  projections 
passent  par  le  pôle,  et  Ton  peut  les  obtenir  en  faisant  tour- 
ner autour  de  ce  point  la  spirale  unique  ayant  pour  équation 

La  valeur  de  chacun  des  membres  de  l'équation  (i)  est 
-  ou  *  (Rj  et  R2  désignant  les  deux 


rayons  de  courbure  principaux),  suivant  que,  dans  l'équa- 
tion (a),  on  prend  le  signe  -h  ou  le  signe  — .  On  trouve 
ainsi 

R,=  C ,       R,=:  —  ' 

a  n 

Les  deux  rayons  de  courbure  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires*, l'indicatrice  est  donc  une  hyperbole  équilatère.  On 
en  conclut  que,  en  chaque  point,  la  génératrice  fait  un  angle 
de  45  degrés  avec  chacune  des  lignes  de  courbure. 
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Problème  n°  62. 
Discuter  la  surface  qui  a  pour  équation 

et  trouver  ses  lignes  de  courbure. 
Prenons  {fig.  63) 

Oa,=  08,=  — , 

1  2 

o«,=op,=  ^, 

et,  par  les  points  de  division,  menons  des  parallèles  aux 
FiG.  83. 


axes;  la  surface,  située  tout  entière  au-dessus  du  plan  des 
xy,  se  composera  d'une  infini  lé  de  parties  identiques,  se 
projetant  sur  les  carrés  blaucs  de  la  figure, . 
On  a 

—  Z  =  Jog  COSJ7  COSJ-, 

p  ~  tangi,     q  =  tang^. 
L'équation  différentielle  des  projections  des  lignes  de  cour- 
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bure  sur  le  plan  des  xj  est,  comme  on  le  trouve  aisément, 

>  •  ».»        dx  ,     dy 

dy*  cos'.r  —  dx'  cos'jr  =  o,       d  où 


cos.r  cos^ 

Les  variables  sont  séparées }  en  intégrant  et  désignant  par 
a  et  )3  deux  constantes,  on  aura,  pour  les  équations  des 
projections  des  lignes  de  courbure  du  premier  système,  les 
équations 

tan*(î-*-i)  =  ata,«  (?-•-;) 

et 

tang(^f)  =  Ptang(|-f) 

pour  celles  du  second  système. 

Les  projections  de  toutes  les  lignes  du  premier  système 
passent  par  les  points  A  et  C,  'celles  des  lignes  du  second 
système  par  les  points  B  et  D  $  les  diagonales  AC  et  BD  sont 
les  projections  des  lignes  de  courbure  qui  passent  par  le 
centre  I  du  carré. 


Problème  n°  53. 

Trouver  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  dévelop- 
pable  représentée  par  les  deux  équations 

lIJ  (  0  =  x  +r*'(«) +  *'(«). 

dans  lesquelles  a  est  un  paramètre  variable,  et 


4»  (a)  =  R  v/i-i-  a'  +  ?'(«), 

R  désignant  une  constante  et  cp  une  fonction  donnée  quel- 
conque. 

Diflerentiant  la  première  des  équations  (i)  et  tenant 
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compte  de  la  seconde,  on  a 

(2)  dzz=:adx  -f-  (f[a)dyy 

d'où 

p  =:  a.     et     y  =  q>(a). 

r  yA  •  ,  ,.  ,  ,  dx^-pdz  dy H-  qdz 
Li  équation  des  lignes  de  courbure  j1 —  = -3 

devient 

[dx  -f-  et  flfe  )<$>'•(  a  )<fe  —  [dy  -+-  y(a.)dz]da. 

On  aperçoit  la  solution  da  =  o  ou  a  =  const.,  qui  donne 
les  génératrices  rectilignes  de  la  surface  comme  lignes  de 
courbure  du  premier  système.  On  a  ensuite  l'équation 

f'(a)fi£r  —  dy  -4-  [ay'(a) — <p(a)]ûfe  =  o, 

qui,  combinée  avec  l'équation  (2),  donne 

dx     .  dy  dz 


i-hç»(a)— a<p(a)<p'(a)        ?'(«)+«V(«!-  «?(«)        «+î(«)fW 
1  arcte  +jr^/  -f-  *dz 

—   ZZ 5 


ou 


V=j:[i4-?î(a)-a?(a)î'(a)]+(r[<p'(a)(i  +  aî)-a1p(a)] 

z[oc-f-?(a)a/(a)], 


ce  qui,  en  tenant  compte  des  équations  (1),  devient 

V  =  +  («)[a-h?(a)?/(a)]-f(«)[H-a«+^(a)]. 

Si  Ton  remplace  ^(a)  par  sa  valeur,  on  trouve 

V=o, 

et,  en  se  reportant  aux  équations  (3),  on  voit  qu'il  en  ré- 
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suite 

xdx  -f-  ydy  -\-  zdz  =  o     ou  bien     x1  -f-  y*  -f-  z*  =  const.; 

donc  les  lignes  de  courbure  du  second  système  sont  situées 
sur  des  sphères  ayant  l'origine  pour  centre  commun . 

Réciproquement,  si  Ton  demande  que  les  lignes  de  cour- 
bure du  second  système  de  li  surface  développante,  repré- 
sentées par  les  équations  (i),  soient  situées  sur  des  sphères 
ayant  l'origine  pour  centre,  il  faudra  qu'on  ait 

V  =  o     ou  bien     ty  (a)  [a  -+-  <j  (a)  <p'  (a) J  —  ty'[a)  [  I  -f-  a*  -f-  y*  (a)]  =  o, 

ce  qui  donne 

y  [a)  __  l  d*  ' 

\|/  (  a  )         2       i  +  a3+f(a) 

et,  en  intégrant  et  désignant  la  constante  par  R, 


4* (a)  —  R^ï-h  a*H-?'(a). 

Il  convient  de  remarquer  le  cas  où  la  constante  R  est  nulle  ; 
on  a  alors 

4»(a)=o,      iJ»'(a)=of 

et  les  surfaces  en  question  sont  des  surfaces  coniques  quel- 
conques ayant  l'origine  pour  sommet. 

Problème  n°  54. 

Trouver  les  lignes  géodésiques  de  l'hélicoïde  gauche  à 
plan  directeur. 

Ces  lignes  jouissent  de  cette  propriété  que,  en  chacun  de 
leurs  points,  leur  plan  osculateur  est  normal  à  la  surface. 
On  devra  donc  avoir,  petq  ayant  la  signification  ordinaire, 

(l)     dxd7y  —  dyd7jc=p  [dyd2z  —  dzd7y)  -+-  q  [dzd2x  —  dxcPz). 
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Or,  pour  notre  surface,  on  a 

rtsinw  flcosw 

p  ? 

et,  si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  en  pre- 
nant a)  pour  variable  indépendante,  on  aura  une  équation 
diflérentielle  du  second  ordre,  laquelle,  toutes  réductions 
faites,  se  trouve  être 

d'p  (  *'\  dp* 

^Hp+7)~2i-(p+a)=°- 

Cette  équation  est  du  second  ordre  $  elle  ne  contient  pas  tù  \ 
on  l'abaissera  au  premier  ordre  en  posant 

d'où 

d2p  i  du 


* 


dt»)2        i  dp 


et  par  suite 


2        p        dp 

ou  bien 


I   p*  +  ûJ  efa 

2u — (p'-ha^J^o 


du  Zip 

r3  — ;  «  =  2P, 

<fp         p2-ha*  r 


Cette  équation  du  premier  ordre  est  linéaire;  en  l'intégrant 
et  désignant  par  b*  une  constante  arbitraire,  on  aura 
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et,  en  revenant  à  l'équation  (2), 


r/«  = 


Telle  est,  en  coordonnées  polaires,  l'équation  des  projec- 
tions des  lignes  géodésiques.  Le  problème  est  donc  réduit 
aux  quadratures.  On  voit  qu'on  est  conduit  à  une  intégrale 
elliptique. 

Discussion.  —  Premier  cas  :  b<^a.  —  Le  radical  de  la 
formule  (3)  étant  toujours  réel,  p  peut  prendre  toutes  les 
valeurs  possibles.  Pour  p  =  o,  nous  prendrons  w=  o;  la 
courbe  passe  par  l'origine,  où  elle  est  tangente  à  Oj?}  p 
augmentant,  w  augmente.  Pour  p  =  00  ,  w  est  fini;  car 

l'intégrale  1  :  est  finie.  Il  y  a  lieu 

X  m  v/(p'-*-*')(p'  +  «—  *>2)  m 

de  chercher  si  la  courbe  a  une  asymptote  ;  il  faut  voir  si 
p* —  a  une  limite  finie  quand  p  tend  vers  l'infini:   or 

ô*— -  = ;  la  limita  cherchée  est 

donc  égale  à  b.  Il  y  a,  par  conséquent,  une  asymptote 
distante  de  l'origine  de  la  quantité  b. 

Deuxième  cas:  b^>a.  — p  peut  varier  de  yb*  —  a*  à 
00  -,  il  y  a  encore  une  asymptote. 

Troisième  cas  :  b  =  a.  —  On  a 


dm  zzr. 


a  dp 


pvV 


aÀ 


on  —  û>a  =r  —  a 
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L/ intégration  peut  s'effectuer,  et  il  vient 


d'où 


6>0 W  =  10g ! } 

P 


a        i/o*  -f-  ci1 

P  _P 

fl         i/p2  H-  «2 

p         p 

2rt 


La  courbe  admet  l'origine  comme  point  asymptotique  et  la 
droite  p  =  -r—, ;  pour  asymptote. 

r  Slll(w  — <w0)  r  J      r 

Problème  n°  55. 

Trouver  parmi  tous  les  conoïdes  droits  ceux  dont  les 
rayons  de  courbure  principaux  sont  en  chaque  point  égaux 
et  de  signes  contraires. 

L'équation  de  ces  surfaces  est 

On  doit  avoir 

(l)  (l  +/>!)/,+  (l  +  ^)^-  *pqs  =  C. 

Or  on  trouve 

r=      i[a«v'(«)  +  «V(«)]. 

/»=-it?'(«)  +  «*•(«)]. 
<=   it'(«). 

T.  —  /?«.  23 
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L'équation  (i)  devient,  après  réductions, 

X>[f0(u)(l  +  Ut)+2Uf'[ll)]z=0 

ou 


-  =o. 


En  intégrant,  et  désignant  la  constante  par  a,  on  a 

*   [      >  1  H-  «' 

Intégrant  de  nouveau, 

y  (  m )  =  a  arc  tangu  -f-  £ ; 

donc  l'équation  des  surfaces  est 

z — b  =  aarctang  —  • 

x 

On  ne  trouve  donc  que  les  hélicoïdes  gauches  à  plan  di- 
recteur. 

Problème  n°  56. 

Trouver,  parmi  toutes  les  surfaces  gauches  engendrées 
par  une  droite  qui  reste  constamment  parallèle  à  un  plan 
fixe,  celles  qui,  en  chacun  de  leurs  points,  ont  leurs  rayons 
de  courbure  principaux  égaux  et  de  signes  contraires. 

Prenons  le  plan  fixe  pour  plan  des  xy,  et  l'équation  gé- 
nérale de  nos  surfaces  sera 

(i)  jr  =  .Tff(z)  -+-  +  («), 

les  deux  fonctions  cp  et  <|>  étant  arbitraires. 
On  doit  avoir  l'équation 

(2)  (1  -f-  q')r  —  2/>£*-+-(l  +/>*)  t  =  o. 

En  différentiant  l'équation  (1)  successivement  par  rapport 
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à  x  et  y,  on  trouve 

o  =    7»' («)  4- w[*<(«) ++"(«)] -t-*[*f# (*)-*- +'(»)], 

o=  ^[Vl^l  +  fWl+WW  +  fW]. 

L'équation  (2)  deviendra 

ou  bien 

.  +  *{?^(«)[»  +  ?I(«)]-af(*)?'1(»)j  =  o. 

Cette  équation,  devant  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  va- 
riables indépendantes  x  et  z,  se  décompose  dans  les  deux 
suivantes  : 

f(z)  ^    1  + »'(*)' 

*'(*)        *  +  ?'(*)' 
la  dernière  donne,  en  intégrant, 

en  intégrant  une  seconde  fois,  on  a 

arc  tangf  ( z )  =  Cz  -+-  C. 

On  a  de  même,  en  désignant  par  C;/  une  nouvelle  con- 
s  tante 

f  («)ï=CC[i  +  f»(»)]:=CY(»), 

+  (s)  =  C»f(«)-!-C\ 

23. 
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dt  l'équation  de  la  surface  devient 

ou  bien 

y c* 

arc  tang  7,  =  Cz  4-  G  ; 

en  transportant  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  on 
peut  écrire 

z  =  a  arc  tang  —  » 
et  l'on  trouve  ainsi  les  hélicoïdes  gauches  à  plan  directeur. 

Problème  n°  57. 

Trouver  les  lignes  asymptotiques  d'une  surface. 

On  appelle  ainsi  des  lignes  qui,  en  chacun  de  leurs 
points,  sont  tangentes  à  Tune  des  asymptotes  de  l'indica- 
trice de  ce  point.  Soient  a,  (3,  y  les  angles  formés  avec  les 
axes  de  coordonnées  par  l'asymptote-,  on  aura 

o  =  r  cos'a  4-  2  j  cosa  cos|3  -4-  f  cos*  fL 

La  ligne  asymptotique  devant  être  tangente  à  l'asymptote, 
cosa  et  cos[3  seront  égaux  respectivement  aux  valeurs  de 

fi  Y  d'Y 

-^  et  -—  y  relatives  à  la  ligne  asymptotique  5  l'équation  pré- 
cédente deviendra  donc 
(  1  )  o  =  rdx2-{-  isdxdy  H-  tdy1. 

Cette  équation,  dans  laquelle  r,  s  et  t  doivent  être  consi- 
dérés comme  étant  des  fonctions  connues  de  x  et  y,  est 
l'équation  différentielle  des  projections  des  lignes  asym- 
ptotiques sur  le  plan  des  xj\  elle  est,  comme  on  voit,  du 

dy 

premier  ordre  et  du  second  degré  en  —  • 
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Problème  n<>  58. 

Trouver  les  lignes  asymptotiques  de  V  hyperboloïde  à 
une  nappe. 

Nous  connaissons  d'avance  le  résultat;  en  effet,  en  chaque 
point  de  la  surface,  les  asymptotes  de  rîndicatrice  sont  les 
deux  génératrices  rectilignes  qui  passent  en  ce  point  ;  donc 
le  système  des  lignes  asymptotiques  est  identique  au  sys- 
tème des  génératrices  rectilignes.  Voyons  comment  l'équa- 
tion (1)  du  problème  précédent  va  nous  fournir  ce  ré- 
sultat. 

Soit  l'équation  de  la  surface 

x*        r2        z1 

i_  ± —  » 


on  en  tire 


7=PZ> 


a 


c*y 

-  =  pi>+zr, 

0=pq  -+-  zs, 

-  =q>+zL 


L'équation  (i)  donnera  donc 

\a*  b'  J        u  *    J  '        z*\   a2  b* 

Remplaçant  z  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  de  la  sur- 
face, il  vient 

a*y'£  +  b*xY  —  (b*+a7-£-2  j  (aa/J~f-  £2.ra  —  tfb*) 
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ou,  en  développant  et  réduisant, 

dr  dyl  dy* 

ou  bien 


Y  =  X  — - h 

7  <*r 


\J»+*Z> 


c'est  l'équation  de  Clairaut.  L'intégrale  générale  est,  en 
désignant  par  772  une  constante  arbitraire, 


y  =  mx  -H  ^bl  -h  axm*i 

équation  qui  représente,  comme  on  sait,  les  projections 

des  génératrices  rectilignes  sur  le  plan  des  xy. 

t 

Problème  n°  59. 

Trouver  les  lignes  asymptotiques  des  conoïdes. 

Quand  on  cherche  les  lignes  asymptotiques  d'une  sur- 
face réglée,  l'équation  (1)  de  l'ayant- dernier  problème  est 
assez  facile  à  traiter,  car,  la  génératrice  étant  une  de  ces 
lignes,  on  connaît  unç  solution  de  cette  équation  :  c'est  ici 

le  cas.  Soit  z  =f(-  j  l'équation  de  la  surface. 

Nous  en  tirerons 


p=-î,/'(^> 

X*  \X  j 


«=  ='•£'• 


X2  \X  J  X3  \X  1 
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L'équation  (i)  deviendra  donc 

+  -;/''(-]  [y^dx*—  *xydxdY-\-x*dy*\  =  Q 

X*  \  X 


ou 


bien 


V|  J     \    I^J„  —  J.-\     i     /*»/•/ 


ix*k/'[=-j  [ydx  —  xdy)+f"l-\  (jdfc  —  xflfj),  =  o. 


On  aperçoit  la  solution 

ydx  —  xdy  =  o 

ou 

r 

—  =  const. , 

x 


qui  donne  la  génératrice.  Supprimant  cette  solution,  nous 
aurons 


ou  bien 


2 


^  =._\f_Ldz. 

x    s,  (y 


Les  variables  sont  séparées -,  soitC  la  constante  arbitraire, 
l'intégrale  de  l'équation  précédente  sera 


(a)  *'  =  C''(5) 


C'est  là  l'équation  du  second  système  de  lignes  asympto- 
tiques. 

Considérons  en  particulier  Thélicoïde  gauche  à  plan  di- 
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recteur,  dont  l'équation  est 


(3) 

2  = 

y 

a  arctang— « 

X 

i 

On 

a  dans  ce 

cas 

/ 

g) 

-=.  a  arc  tang 

JC 

etl 

'équation 

(2) 

donnera 

X1 

flC 
a:' 

ou  bien 

Ces  lignes  asymptotiques  se  projettent  donc  sur  le  plan 
des  xj  suivant  des  circonférences  ayant  toutes  l'origine 
pour  centre. 

Il  est  à  remarquer  que  ces  lignes  sont,  dans  le  cas  présent, 
les  mêmes  que  les  trajectoires  orthogonales  des  génératrices; 
en  effet  nous  avons  montré,  dans  le  problème  51  de  la  troi- 
sième Partie,  que  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la 
surface  (3)  sont  égaux  et  de  signes  contraires;  en  tous  les 
points  de  cette  surface,  l'indicatrice  est  donc  une  hyperbole 
équilatère,  c'est-à-dire  que,  l'une  des  asymptotes  étant  la 
génératrice,  l'autre  est  toujours  perpendiculaire  sur  cette 
génératrice. 

Problème  n°  60. 

Trouver  sur  un  hrperboloïde  à  une  nappe  les  lignes 
qui,  en  chacun  de  leurs  points,  sont  tangentes  aux  bissec- 
trices des  angles  formés  par  les  génératrices  recti lignes 
qui  passent  en  ce  point. 
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Soit  l'équation  de  la  surface 

x1       y*       z* 

JL.es  équations  des  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes 

sont 

x       z      >  /        X 
a        c  \  b 


x        z i  /  y 

a        c       \\         b 


Ct 


X  Z  i  Y 

f  _!=I(I+J 

a        c       p  \         b 

Si  dans  ces  équations  ,r,  y,  z  désignent  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  surface,  on  en  tirera  les  para- 
mètres correspondants  X  et  \l\  mais  on  peut  aussi  se  servir 
de  ces  équations  pour  exprimer  les  coordonnées  ,r,  y,  z 
d'un  point  quelconque  de  la  surface,  en  fonction  des  para- 
mètres correspondants  X  et  y.\  on  obtient  ainsi 

Aut  H-  I 
x  =  a  -± 5 

A  - 


(2)  <r=*- 


A 


A4-fA 
Ap  —  I 


5 


•i 
A 


Si,  entre  ces  trois  équations,  on  éliminait  X  et  p,  on  re- 
trouverait l'équation  (i)  de  la  surface;  on  obtiendra  tous 
les  points  de  cette  surface,  en  donnant  à  X  et  fit  toutes  les 
valeurs  possibles;  X  et  \jl peuvent  être  regardés  comme  étant 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface;  une 
ligne  tracée  sur  la  surface  aura  pour  équation  une  certaine 


362  TROISIÈME    PARTIE. 

relation  entre  X  et  p\  par  exemple  les  équations  (2)  repré- 
senteront une  génératrice  rectiligne  du  premier  système 
quand  on  y  fera  ).  =  const.  ;  fi  =  const.  donnerait  au  con- 
traire une  génératrice  du  second  système.  Soit  ds  la  dis- 
tance de  deux  points  de  la  surface  infiniment  voisins, 
répondant  aux  valeurs  X,  p  et  X  -f-  dX,  fji  4-  dp.  des  coor- 
données ;  on  aura 

(dx  dx        dy  dy        dz  dz\ 

dx 

Remplaçant  les  dérivées  partielles  —r  »  •  •  •  par  leurs  valeurs 
déduites  des  équations  (2),  on  trouve,  en  faisant 


1 


(3)  j  B  =  (xT^  [^-■)(f*1-i)+4*'^+^,+i}(p1+i)]. 

(h)  dz*  =  Ad\> -h  2B dldvi  H-  Cd?.\ 

Soient  (Jig.  6\  )  M  le  point  dont  les  coordonnées  sont  X, 


f*,  M' le  point  X  4-  rfX,  p  -j-  dp,  P  le  point  X,  p  -+-  rfpt,  Q  le 
point  X  4-  rfX,  p.  On  pourra  déduire  la  distance  MP  de  l'é- 
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quation  (  4  )  en  y  faisant  d  A  =  o,  MQ,  en  faisant  dp  =  o  \ 
on  aura  ainsi 

MP  =  ±  ifQdp%     MQ  =  ±  sjl.d\  ; 

MP  et  MQ  sont  les  directions  des  génératrices  rectilignes 
du  point  M.  Si  MM' est  la  tangente  à  la  courbe  cherchée, 
c'est-à-dire  la  bissectrice  de  l'angle  PMQ  ou  de  son  sup- 
plément, on  devra  avoir 

±:<JCdp=±)/Âdk 

ou,  en  remplaçant  A  et  C  par  leurs  valeurs  (3), 

d\ 


V* 


X44-2 — V  +  i 

l5) 


•■ 


f^H-2 — — — fi-H-i 


ûa-f-  c 


En  prenant  le  signe  -H  et  le  signe  — ,  on  aura,  entre  les 
coordonnées  X  et  fz,  les  équations  différentielles  des  lignes 
cherchées.  Dans  l'équation  (5),  les  variables  sont  séparées  ; 
en  intégrant  immédiatement,  on  introduit  des  fonctions 
transcendantes*,  néanmoins  l'intégrale  est  algébrique.  Ce 
résultat  fondamental  est  dû  à  Euler.  L'intégrale  est  ici,  en 

2  b"1  -4—  C2  —  €Û 

prenant  le  signe  -|-  et  faisant  Àf— — <> 


6)     ^VH-aiW-f-i  —  y/fA4H-2/V-+-1  ~  (>•  —  y)  v^C-f-pH-f*)', 

C  désignant  la  constante  arbitraire.  11  ne  reste  plus  qu'à 
remettre,  pour  X  et  f*,  leurs  valeurs  en  x,y,  z,  à  éliminer  z 
avec  l'équation  de  la  surface,  pour  avoir  les  équations  des 
projections  des  lignes  cherchées  sur  le  plan  des  xy. 

Pour  faire  aisément  ce  calcul,  nous  déduirons  de  l'équa- 
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tion  (6)  les  formules  suivantes  : 

+  ^,+â)"i'il+i  vV' h-  a /•  va -+■  '* 
(^-0^—  -*-C(X-fi)>=(Afn-i)»+i»(X4.Fi)»+il»(A  — p)*, 

Dans  celte  dernière  équation,  remplaçons  — »  -'^       '  ? 

^  '         rr         3H-I*       A  +  tt 

r— —  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (2),  et  nous 


f* 
trouverons 

Entre  cette  équation  et  l'équation  (1)  de  la  surface,  élimi- 
nons  A,  remplaçons  C  par  C  =  -  C  - — -  »  k%  par  — —  ? 

2        C  — j~  CJ  C      I     n 

et  nous  obtiendrons 


c'+a1  c 


.3 


a:a  -+- 


^(l-cv=(«1-*1)(«-^V. 


Le  lecteur  reconnaîtra  aisément  là  l'équation  des  projec- 
tions des  lignes  de  courbure  de  l'hyperboloïde  sur  le  plan 
des  xj 5  cela  devait  être.  En  effet,  en  un  point  quelconque 
de  la  surface,  les  génératrices  rectilignes  -sont  les  asym- 
ptotes de  l'indicatrice;  les  bissectrices  des  angles  des  géné- 
ratrices rectilignes  sont  les  axes  de  l'indicatrice  ou  les  tan- 
gentes des  sections  principales.  Donc  les  lignes  cherchées 
sont  tangentes  en  chacun  de  leurs  points  à  l'une  des  sec- 
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Lions  principales  qui  passent  en  ce  point;  ce  sont  donc  les 
lignes  de  courbure. 

La  même  question  se  résout  plus  facilement  dans  le  cas 
du  paraboloïde  équilatère  xy  =  az\  on  a,  dans  ce  cas,  les 
formules 

ds>—  a\{\  -4-  p')rfX2-f-  (i  -+-  V)dp\. 

L'équation  (5)  devient 

d\      ___  dp     m 


s/  7+  \7  ^  7+  p2  ' 


d'où,  en  intégrant, 


V/X* -t- i  4- >  =  C (  v/f*' 4-  i  —  f*}. 

En  partant  de  là,  on  n'aura  pas  de  peine  à  obtenir,  sur  le 
plan  des  xy,  l'équation  des  projections  des  lignes  cherchées. 

Problème  n°  61. 

Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  génératrices 
reclilignes  du  paraboloïde  équilatère  xy  =  az. 

Les  génératrices  rectilignes  du  premier  système  ont  pour 
équations 

Pour  la  trajectoire  orthogonale,  on  doit  avoir 

djr  -4-  \dz  =.  o 

ou  bien,  en  remplaçant  X  par  sa  valeur  ->  tirée  de  la  seconde 

équation  (i), 

ydy  -+-  zdz=i  o. 
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Intégrant  et  désignant  par/r  la  constante  arbitraire,  on  a 

Ainsi  les  trajectoires  orthogonales  des  génératrices  recti- 
1  ignés  du  premier  système  ont  pour  projections,  sur  le  plan 
des  yz,  des  circoniérences  dont  l'origine  est  le  centre 
commun. 

La  même  chose  a  lieu,  sur  le  plan  des  xz^  pour  les  tra- 
jectoires orthogonales  des  génératrices  rectilignes  du  second 
système. 

Problème  n°  62. 
Montrer  que  la  famille  des  surfaces  représentées  par 

XY 

l'équation  a  =  -,  dans  laquelle  «  est  le  paramètre  va- 
riable, fait  partie  d'un  système  triple  orthogonal,  et 
trouver  les  deux  autres  familles. 

On  sait  que  les  surfaces  représentées  par  l'équation 
a  =  F(.r,  y,  z)  ne  font  pas  généralement  partie  d'un  sys- 
tème orthogonal;  la  fonction  F  doit  vérifier  une  certaine 
équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre,  qu'a 
fait  connaître  M.  Darboux  ('). 

Soit  (3=/(#,^,  z)  Tune  des  familles  cherchées;  on 
devra  vérifier  identiquement  l'équation 

da  d$        d*  d$        da  d$  _ 
dx  dx       dy  dy       dz  dz  "~~    ' 
ou  bien 

x  dx       y  dy       z  dz 
C'est  là  une  équation  linéaire  du  premier  ordre  aux  déri- 


(  '}  M.  Bonnet  a  indiqué  une  autre  méthode  qui  fait  dépendre  la  solu- 
tion du  problème  des  systèmes  triples  orthogonaux  de  l'intégration  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre. 
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vées  partielles.  Pour  l'intégrer,  nous  formpns  les  équations 


différentielles 


xdx  =  ydy  = — zdz  =  — 


Les  équations  intégrales  de  ce  système  sont 

C,  =**  +  #»,        C,  =  **-+- r*,        C8=p, 

€t  Ton  sait  que,  <I>  désignant  une  fonction  arbitraire,  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  (i)  sera 

P  =  *(C,,C1). 

En  désignant  de  même  par  W  une  fonction  arbitraire,  la 
troisième  famille  cherchée  sera  donnée  par  l'équation 

Ainsi,  quelles  que  soient  les  fonctions  <J>  et  ¥  des  quantités 
Ct  =;5,H-.rf,  Ct=  «f-r-jr,î  chacune  des  surfaces  |3  cou- 
pera orthogonalement  chacune  des  surfaces  a,  et  il  en  sera 
de  même  de  chacune  des  surfaces  y.  Il  reste  à  exprimer  que 
deux  quelconques  des  surfaces  ]3  et  y  se  coupent  orthogo- 
nalement; il  faut  avoir 


d$   dy        d^  dy         d$  dy  __ 
dx  dx        dy  dy        dz   dz 


ou  bien 


2  rft>    dW  7d4>   dV  /  rf4>  db  \  l  dW         dW\  __ 

*  dCt  dCt^^dC,  dC2~^Z  \dCt  +  Scj,J  \^  ~*~  Sc^/  ~~  °' 

ou,  en  remplaçant  x  ely  par  leurs  valeurs  en  fonction  de 
z^  Ci  et  Cj, 

d$    dW  dQ   dW  /  d$    dW         d<b    cW  \  __ 

xdCx  dC^    'dC2dC2~*~Z  \dCi  dC^dC,  dCj  ~~°* 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  quelles  que  soient  les 
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quantités  C,,  C,  et  z,  on  doit  poser  les  deux  équations 

d<t>    e/M'  ,    rtt>    dW 

dCi  i/C|  dCt  dCi 

<fo    dW  d<S>   dW 

dCx  7(C,  "*~      dC2  dC} ,  ~~  °" 

De  ces  deux  équations  on  tire 


c   -^   =c, 


;)'•  *  {%,  -*  s  y- 


et  par  suite 

Chacune  de  ces  équations  est  une  équation  linéaire  du  pre- 
mier ordre,  aux  dérivées  partielles.  Pour  intégrer  la  pre- 
mière, on  considère  le  système  d'équations  différentielles 

,.      .         dC,  dG«       d<i>         .      .. 

ordinaires  —_=l  =  qp  — —  =  — ?  qui  admet  pour  intégrales 

«  =  y/Q  db  y/C2 ,  &  =  <!>.  On  a  donc 
ou  simplement 

Ainsi  le  système  triple  demandé  est 
.t.  y 


On  voit  que  les  surfaces  (3  et  y  peuvent  être  définies 
comme  étant  le  lieu  géométrique  des  points  dont  la  somme 
ou  la  différence  des  distances  aux  axes  des  x  et  des  y  est 
constante. 

Ces  surfaces  ont  été  trouvées  par  M.  J.-A.  Serret. 
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Problème  n°  63. 

De  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

Considérons  un  système  de  points  m,  m',  m!\  ...  et  un 
point  fixe  O  \  aux  points  m,  m',  . . . ,  nous  faisons  corres- 
pondre une  série  de  points  M,  M',  M/;,  . . . ,  définis  comme 
il  suit  :  sur  les  rayons  vecteurs  Om,  Ow',  O/n",  . . . ,  nous 
prenons  des  points  M,  M/, M",  ...,  tels  queOMxOra  =  A% 
OM'x  0/rc'=  /c%  . . . ,  k  étant  une  constante  donnée  ;  la 
figure  MM'M". . .  est  dite  la  transformée  par  rayons  vec- 
teurs réciproques  de  la  figure  mm'm,f...  relativement  au 
point  O.  Cette  transformation  entraîne  des  relations  sim- 
ples entre  les  deux  figures  •,  nous  allons  faire  connaître  les 
plus  importantes. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
la  figure  proposée,  X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  point  cor- 
respondant de  la  transformée,  /'  =  Om,  r'=Om',  ..., 
R  =  OM,  R;=  OM',  ...  5  on  trouve  aisément 


X= 


(0  Y  = 


z  = 


(*) 


k\r 

A'x 

X2  -h  X2  ■+■  Z2 

À'r 

r2' 

x1  •+-  y1  -+-  z7 

h2z 

k*z 

x2  -+-  y 2  -+-  z2 

,'  9 

Rr=#; 

*ax 

*2X 
R2' 

X24-Y'-f-Z2~" 

/•'Y 

A-2  Y 

X'-f-Y'-i-Z'-" 

*2Z 

R2 

X2-+-Y2-f-Z2~~* 

f  ■ 
X 


Soient  p  la  distance  de  deux  points  m  et  m!  de  la  figure 

T.  —  Rcc  %£ 
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proposée,  P  la  distance  des  points  correspondants  M  et  M'; 
on  a 

P»=(X  —  X')»+(Y  —  Y')»+(Z  —  Z')2, 

P*2=  (XM-Y'+Z')  h-  (X"-4-Y"-+-Z")  —  2(XX'-i-YY'-4-ZZ'), 

F  —  r*        r'*  r'r"  * 

.    F=^[(*-^)«+(r-/)>+(.-*n 

(3)  P  =  ^r/>. 

Prenons  pour  première  figure  l'ensemble  des  points  du 
plan  défini  par  l'équation  a.r  -h  &/-+-  c  s  H-  rf  =  o  ;  la  trans- 
formée aura  pour  équation,  d'après  la  formule  (2), 

./(XHP  +  Z^-l-^IflX  +  iY  +  cZlrzo. 

Ce  sera  une  sphère,  excepté  lorsque  le  plan  donné  passe 
par  l'origine ,  auquel  cas  la  transformée  est  ce  plan  lui- 
même  ;  le  centre  de  la  sphère  se  trouve  sur  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  O  sur  le  plan.  A  deux  plans  paral- 
lèles répondent  deux  sphères  tangentes  au  point  O. 
Prenons  pour  première  figure  la  sphère 

ar'-J-^'-J-z* —  2ÂJ?  —  2Bj*  —  2Cs-+-  D  =  0; 

la  transformée  sera 

D(X'-+-YJH-Z')  —  2*'(AX-|-BY-f-CZ)-M-<  =  o. 

C'est  une  sphère,  excepté  dans  le  cas  où  D  =  o  \  alors  la 
sphère  donnée  passe  par  l'origine  ;  la  transformée  est  un 
plan. 

Une  circonférence  de  cercle  pouvant  être  considérée 
comme  l'intersection  d'un  plan  et  d'une  sphère  aura  gé- 
néralement pour  transformée  une  circonférence  de  cercle  -, 
elle  ne  sera  une  ligne  droite  que  quand  la  circonférence 
proposée  passera  par  le  point  O. 
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Une  propriété  remarquable  de  cette  transformation  con- 
siste en  ce  que  les  deux  triangles,  formés  par  trois  points 
infiniment  voisins  quelconques  de  la  figure  primitive  et  les 
trois  points  correspondants  de  sa  transformée,  sont  sem- 
blables l'un  à  l'autre,  en  sorte  que,  si  deux  lignes  se  coupent 
dans  Tune  des  figures  sous  un  certain  angle,  les  lignes  cor- 
respondantes de  l'autre  figure  se  couperont  sous  le  même 
angle. 

La  démonstration  de  cette  propriété  repose  sur  l'équa- 
tion (3) 

rr 

Supposons,  en  effet,  que  les  deux  points  m,  m'  soient  infi- 
niment voisins  et  que  leur  distance  soit  représentée  par  ds-, 
soit  t/S  la  distance  des  points  correspondants  M  et  M7;  nous 
aurons,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supé- 
rieur à  ds) 

A'ds 

dS  = • 

ra 

Considérons  un  troisième  point  m11  infiniment  voisin  de 
m  et  m\  et  soient  ds'  et  ds"  ses  distances  à  ces  deux  points, 
dS'  et  dSf/  les  distances  correspondantes  MM'',  M'M";  nous 
aurons  aussi 


d'où 


dS' 

— 

A*ds' 

dS" 

» 

k*ds" 

• 

r»     ' 

dS  _ 

dS 

'       dS" 

ds  ~~ 

dP 

~~  ds,F 

Ainsi  le  triangle  infinitésimal  mm! m"  est  semblable  au 
triangle  correspondant  MM'M";  l'angle  de  ds  avec  ds'  est 
donc  le  même  que  l'angle  de  dS  avec  dS'. 


1l\> 


\ 
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En  particulier,  si  deux  surfaces  se  coupent  sous  un  cer- 
tain angle,  leurs  transformées  se  coupent  sous  le  même 
angle. 

On  déduit  aisément  de  là  un  théorème  important  : 

Les  transformées  des  lignes  de  courbure  d'une  surface 
sont  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  transformée. 

Représentons-nous,  en  effet,  les  lignes  de  courbure  de 
la  surface  proposée,  les  deux  séries  de  surfaces  dévelop- 
pables  orthogonales  entre  elles  et  à  la  surface  donnée,  qui 
sont  formées  par  les  normales  successives,  et  la  série  des 
surfaces  parallèles  à  la  proposée-,  nous  aurons  là  un  système 
triple  orthogonal.  La  transformation  par  rayons  vecteurs 
réciproques  nous  donnera,  d'après  ce  qui  précède,  un  nou- 
veau système  triple  orthogonal,  et  le  théorème  de  Dupin 
nous  apprend  que  ces  surfaces  se  couperont  mutuellement 
suivant  leurs  lignes  de  courbure  ;  les  lignes  de  courbure  de 
la  surface  donnée  resteront  donc  lignes  de  courbure  de  sa 
transformée. 

Considérons,  comme  application  de  ce  qui  précède,  le 
système  orthogonal  formé  des  surfaces  homofocales  du  se- 
coud  degré,  savoir  : 

x1  y*  z1 


OÙ 


p2     ■    p2  —  b*        p*—c>        '' 


jc7  y2  z1 

j _ =  i 

pt*     pta — b1     c1 — pa 


x1  y1  z* 

^  ~~  pZV1  ~~  c2  — va  ~~  !* 


à7<c\     p2>c\      fc'O'O2,      v*<62; 


nous  en  déduirons,  en  transformant  par  rayons  vecteurs 
réciproques  ce  nouveau  système  orthogonal,  formé  de  sur- 
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faces  du  quatrième  degré, 

X2  Y2  Z2  (p  +  Yî  +  Z,): 

p2         p'  —  b*        p2  —  c2 

{4)        ■  x  Y 


*• 

(X24-Y24-Z')2 

fP  +  Y'+Z')* 

pt.2  JX2 — £2         ca — pt* 

X'  Y2  'Z2 

Ces  surfaces  se  couperont  mutuellement  suivant  leurs  lignes 
de  courbure.  On  saura,  par  exemple,  trouver  les  lignes  de 
courbure  de  la  surface,  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  du  centre  de  l'ellipsoïde 

x*       y*       z* 

h  —  H =  1 

A2       B2       C2 

sur  ses  plans  tangents*,  l'équation  de  cette  surface,  qui  est 

A2XI4-B2Y2-i-C2Z,==(X2+.Y2-f-Z2)2, 

rentre,  en  effet,  dans  la  forme  (4). 

Considérons  encore  le  système  orthogonal  dont  nous  nous 
sommes  occupé,  p.  348, 

xy 
a==  —  > 
z 


p  =  y/32  -+-  X}  -+-   )/z*-h 


r* 


1  =  ^  +  0:*—  fa+jr*. 

Appliquons-lui  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques \  nous  en  déduirons  ce  nouveau  système  orthogonal 


XY 

a- —  ^ 


Z(X*+Y'+Z2) 


V/Z2  +  Y2  +  y  Z'  -4-  X2 
P~~~       X'  +  Y'+Z2        ' 


*'—  y;Z2  4-  Y 2  —  y/Z2-f-X2 
7~~         X2-f-Y24-Z2 
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Nous  saurons  trouver  les  lignes  de  courbure  des  familles  de 
surfaces  représentées  par  ces  trois  équations. 

Proposons-nous,  comme  dernière  application,  de  trouver 
les  lignes  de  courbure  de  la  surface  enveloppe  des  sphères 
qui  touchent  trois  sphères  données. 

Soient  O  et  P  les  points  d'intersection  de  ces  trois 
sphères.  Prenons  le  point  O  pour  origine,  et  opérons  une 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Dans  la 
ligure  transformée,  les  trois  sphères  données  seront  rem- 
placées par  trois  plans,  qui  se  couperont  en  un  point  II 
correspondant  au  point  P.  La  surface  enveloppe  des  sphères 
tangentes  aux  trois  plans  sera  un  cône  circulaire  droit, 
ayant  son  sommet  au  point  II.  Les  lignes  de  courbure  de 
cette  surface  conique  sont  :  i°  les  génératrices  rectilignes 
qui  passent  toutes  par  le  point  II  -,  dans  le  retour  à  la  pre- 
mière figure,  ces  droites  deviendront  des  cercles  passant 
tous  par  le  point  P;  20  les  parallèles,  qui  deviendront  aussi 
des  cercles.  Les  lignes  de  courbure  de  la  surface  enveloppe 
des  sphères  tangentes  à  trois  sphères  données  sont  donc  des 
circonférences  de  cercle. 

Ce  qui  précède  est  extrait,  presque  textuellement,  d'un 
beau  Mémoire  de  M.  Liouville,  publié  au  tome  XII  du 
Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées. 

Problème  n°  64. 

Trouver  les  systèmes  orthogonaux  dont  font  partie  les 
sphères  représentées  par  l'équation 

x1  -h  y7  -+-  z*  =  ax, 

où  oc  est  un  paramètre  variable. 

Les  sphères  proposées  passent  par  l'origine  et  ont  leurs 
centres  sur  l'axe  des  x.  Ecrivons  leur  équation  comme  il 
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suit  : 

.   .  x1  H-  y2  ■+■  z* 

(0  "~ 


a 


â? 


Nous  allons  d'abord  chercher  la  forme  la  plus  générale  des 
fonctions  F,  telles  que  les  surfaces  représentées  par  l'équa- 
tion p  =  F  (x,y,  z)  coupent  à  angle  droit  toutes  les  sphères 
proposées,  quel  que  soit  le  paramètre  variable  p  \  nous  de- 
vrons avoir  identiquement 

d¥  da        dF  d*        d¥  da  __ 
dx  dx       dy  djr        dz  dz 

ou,  en  remplaçant  «  par  sa  valeur  (i), 

(2)  (*f-<r'— «'J^  +  ajrr— H-a«— =0. 

C'est  là  une  équation  linéaire,  du  premier  ordre,  aux  déri- 
vées partielles.  Pour  en  trouver  l'intégrale  générale,  il  nous 
faut  intégrer  le  système  suivant  d'équations  différentielles 
simultanées  : 

.  ~  »  dx  dy   dz    dF 

x2 —  y2 — z2        2xy        2xz  o 

Mettons  à  la  suite  de  ces  trois  rapports  égaux  le  suivant, 

,     1            .    ,      ,               ,                  .           xdx-±-  ydy  ■+-  zdz 
égal  aussi  a  chacun  des  premiers,   — ,   2         ^r—  *   et 

x  1  x  —f-  y  ~x"  z  ) 

considérons  les  deux  équations 

dy   x  dx  -h  ydy  -f-  zdz 

2xy  x[x2-+- y*-\-  z2) 

dz  xdx  -h ydy  -h  zdz 

7.xz  x(x*'t- y7-\~  z*) 

En  désignant  par  C  et  C"  deux  constantes  arbitraires,  on 
aura,  en  intégrant  après  avoir  supprimé  x  en  dénomina- 
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tour, 


ou  bien 


logj  =  log(xs-f- j'-t-  z7}  4-  logC. 
logz  =  log(.r2H-^  '■+  z7)  -+-  logC 


x7  4-JsH-s2  x*  +  7a-|-zJ 

on  a,  du  reste, 

F=C. 

Tel  est  le  système  intégral  général  des  équations  (3)  *,  donc 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (2)  sera,  en  désignant 
par  y  une  fonction  arbitraire, 

C=/(C\C") 
ou  bien 

y 


F 


< 


**  •+■  y'1  -h  z2     x2-4-^24-3' 


Donnant  à  y  deux  formes  différentes  <f  et  ^,  désignant  par 
(3  et  y  deux  paramètres  variables,  nous  pourrons  prendre 
pour  équations  des  deux  familles  de  surfaces  conjuguées  à 
la  famille  des  surfaces  (1) 

(a)  P  =  ? 


(3)  .7  =  * 


.t,+/,+  2î     x*-*-  y*+z* 

y  z 

x1  -+-  JT2 -h  22'    .T'  +  j'+Z1 


Quels  que  soient  les  paramètres  «,  j3,  y,  une  quelconque 
des  surfaces  des  familles  (2  )  ou  (3)  coupera  toujours  à  angle 
droit  Tune  quelconque  des  surfaces  de  la  famille  (  1  ) .  Reste 
à  exprimer  que  les  surfaces  (2)  et  (3)  se  coupent  aussi  mu- 
tuellement à  angle  droit. 
Soit  posé,  pour  abréger, 

(4)  «--        y  z 


*7  -+-J2  -f-  z2  .r2  -4-  y2  -h  z7 
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d'où 

(5)  p  =  ?(«,  i»),    7=4,(11,  p). 

Nous  devrons  avoir  identiquement 

dy  d-ty         dy  d-ty         dy  d-ty 

^^™^~    ^"^^    *"T*    ^^^"™    ^™^~—    ^1™"   "^^^    "i*"^^    ^^^^   ^^ 

dx  dx        dy  dy        dz  dz 

ou  bien 

dy  cfa        *fy  */t>  \   (  dty  du        dty  dv  \ 
//«  </u:        de  dlr/  \du  dx        dv  dx  )       *  *  *  ' 

et,  en  développant, 

du  du  \\dx)  "*"  \ufjj  "*"  \<fe  /  J 

m  !  *  5  î  [(£)'+  (|)*-  (!)'] 


*/<p  cty        efy  */>JA  /*/«   */i>        rftt  dv        du  dv 


H 


<fo  é/p         de  É?«y   \d.r  dr        dy  dy       dz  dz 

En  remplaçant  u  et  t>  par  leurs  valeurs  (1),  on  trouve 


(jj  -4-  j2  -f-  z-'j^1 


L'équation  (2)  devient  donc  simplement 

,  <fyefydydty_ 

[1}  dudu~* dv  dv  ~  °' 

Quand  on  se  donnera  une  fonction  <p  particulière,  en  in- 
tégrant l'équation  (6)  linéaire  du  premier  ordre  aux  déri- 
vées partielles  par  rapport  à  <J/,  on  aura  cette  dernière 


^2-+-J2 

-f-za 

y 

x2A-  y2 

-h*,J 

z 
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fonction  ;  il  existe  donc  une  infinité  de  systèmes  orthogo- 
naux dont  fait  partie  la  famille  de  surfaces  (i). 

On  peut  se  représenter  tous  ces  systèmes  d'une  façon 
simple,  comme  nous  allons  le  voir. 

Transformons  ces  systèmes  par  rayons  vecteurs  récipro- 
ques, en  prenant  sur  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au 
point  m(x,y,  z)  un  point  M(X,  Y,  Z)  tel  que 

OmXOM  =  i; 
les  coordonnées  X,  Y,  Z  seront  les  fonctions  suivantes  de 

IL  — 


Y  = 


Z  = 

x2  -+-  y7  -+-  z* 

et  notre  système  orthogonal  deviendra 

(8)  X=i,     p  =  ?(T,Z),     7  =  i[Y,Z). 

Ce  nouveau  système  sera  aussi  orthogonal;  il  est  composé 
de  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  X  et  de  cylindre*  pa- 
rallèles à  OX,  et  dont  les  hases  sur  le  plan  des  YZ  sont  des 
courbes  orthogonales.  Réciproquement,  si  l'on  considère  le 
système  le  plus  général  satisfaisant  aux  conditions  précé- 
dentes, et  qu'on  le  transforme  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, on  aura  le  système  le  plus  général  demandé.  La 
réponse  à  la  question  posée  est  donc  la  suivante  : 

Que  l'on  considère  le  système  orthogonal  triple  formé 
de  cylindres  orthogonaux  parallèles  à  l'axe  des  X,  et  de 
plans  perpendiculaires  sur  cet  axe,  et  qu'on  transforme  ce 
système  par  rayons  vecteurs  réciproques,  oh  aura  une  in- 
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finité  de   systèmes  orthogonaux,   qui  sont   les  systèmes 
cherchés. 

Prenons,  par  exemple,  pour  nos  cylindres  les  plans  per- 
pendiculaires aux  axes  des  Y  et  des  Z,  ayant  par  conséquent 
pour  équations 

Y=const.  =  -> 

P 

i 

Z  =  const.  =  -  • 

7 

Nous  aurons  à  transformer  par  rayons  vecteurs  réciproques 
le  système 

I  =  x,    I  =  y,    L=z. 

«  P  7 

ce  qui  donnera  le  système  triple  orthogonal 

a= ,      p= '— ,      7= , 

x  y  z 

formé  de  sphères  passant  par  l'origine  et  ayant  leurs  centres 
sur  les  axes  0.r,  Ojy,  Oz. 

Prenons  en  second  lieu  pour  bases  des  cylindres  sur  le 
plan  des  YZ  les  ellipses  et  les  hyperboles  homofocales  re- 
présentées par  les  équations 

Y»  Z2 

Y'  Z' 

T-- ,=»•     7'<c'« 

y2         Cl —  y2 

Nous  en  déduirons  le  système  triple  orthogonal 

x*  -f-  y'A  -+-  z2  =  a  x, 


yl  Z7 


y2  c7  —  *y2 


=:  (*2H- J2-*-*2)'. 
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Problème  n°  65. 

Trouver  les  systèmes  orthogonaux  dont  font  partie  les 
cônes 

(0  -j  =  ** 

où  a  est  un  paramètre  variable. 

Déterminons  d'abord  la  fonction  F  de  façon  que  les  sur- 
faces représentées  par  l'équation 

p  =  F(*f<rf  z) 

coupent  à  angle  droit  tous  les  cônes  proposés,  quel  que  soit 
le  paramètre  p. 

Nous  devrons  avoir  identiquement 

dp   da.        dp   da.        dp  da 
dx  dx        dy  dy        dz  dz 

ou  bien,  en  remplaçant  a  par  sa  valeur  (i), 

dp  dp  dp 

(i)  yz  -j-  -h  zx -£-  —  2xy-±-=zo. 

v  '  dx  dy  dz 

Pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  cette  équation  linéaire, 
nous  devons  intégrer  le  système  suivant  d'équations  simul- 
tanées : 

dx        dy  dz       dp 

yz        xz        —  %xy        o 

OU 

i       ,         dp 

xd.r=zydy=z zdzz=z-^-» 

J     J  2  O 

Nous  avons 
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par  suite  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  sera 

F  étant  une  fonction  arbitraire. 

Donnant  à  la  fonction  F  deux  formes  distinctes,  dési- 
gnant par  j3  et  y  deux  paramètres  variables,  nous  prendrons 

(2)  p=ry  (z'H-  2*%    Z2-t-2J3), 

(3)  y  =  ^,+  2X,I    Z*-\-1J*). 

Posons,  pour  abréger, 

(4)  K  =  Z*-+-  2a:2,       P=3,+  2/,5 

nous  aurons 

(5) 


7=^(a,i»). 


Quels  que  soient  les  paramètres  {3  et  y,  Tune  quelconque 
des  surfaces  (2)  ou  (3)  coupe  à  angle  droit  toutes  les  sur- 
faces (1)5  reste  à  exprimer  que  les  surfaces  (2)  et  (3)  se 
coupent  mutuellement  à  angle  droit,  ce  qui,  d'après  l'exer- 
cice précédent,  donne  l'équation 


î  cty  d^r (<?uy    (du\> 

du  du\_\da:)         \dy 


cm 


m    *53[(=H£HÎ)'] 


{dy  dty         dy  dty\  (du  dv         du  dv         du  dv\  

\du  dv         dv  du)  \d.r  dx        dy  dy        dz   dzj 

Cette  équation,  qui  doit  être  vérifiée,  quels  que  soient  a:, 
j-,  *,  devient,  quand  on  y  remplace  u  et  v  par  leurs  va- 
leurs (4), 

/  .        /    „\  dtQ  db        .  ,     .dv  dû  m  (do  d-b        da  rA!A 

^  W  tu  Tu  +<?+.*>')  T  Tu  +  *  [Tu  T +  i  Tu)  =  °- 


\ 
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Exprimons  x  et  y  à  l'aide  de  z,  u  et  *>,  au  moyen  des  équa- 
tions (4),  et  nous  aurons 

1 

1  du  du       v  '  dv  dv  \du  dç       dv  du) 

et  cette  équation,  devant  être  vérifiée  quels  que  soient  w,  c 
et  s,  se  partage  immédiatement  en  deux  autres 

do  dû  da  d"h 

i/-_L  _I  _f-  y  _L  _I  =  q, 
.      du  du  dv  dv 

d(f  d^        df  dty        dy  dty        dy  dty 
du  dv        dv  du       du  du        dv  dv 

La  dernière  équation  peut  s'écrire 

{    '  \du        dv)   \du        ilv)  * 


d'où  en  premier  lieu 


dy        dy 
du        dv 


Cette  équation  étant  intégrée  donne 

y=y(u  -4-1»), 

<p  étant  une  fonction  arbitraire*,  et  l'équation  (7),  quand  on 
y  remplace  y  par  la  valeur  précédente,  devient 

(9)  "a  +  'aH0-. 

Pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  cette  équation,  j'in- 
tègre le  système 

du       dp <A|> 

u         v        o 
qui  donne 

C=-,     C'  =  f 
u 
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L'intégrale  générale  de  l'équation  (9)  est  donc 


$  =  +(  -1» 


<f  étant  une  fonction  arbitraire  ;  nous  avons  ainsi  le  système 
orthogonal 

qui  n'est  pas  plus  général  que  le  suivant  : 


ec=— ->      8= 9      7  = - 

z1        r  7  '        u 

ou  bien 


a 


—  ,       p  zsar'H-j»-!-  z»,       7  = 


2.rJ 


Nous  trouvons  ainsi  pour  surfaces  conjuguées  des  propo- 
sées des  cônes  ayant  même  sommet  que  les  proposés  et  des 
sphères  ayant  l'origine  pour  centre. 

Si  dans  l'équation  (8)  on  avait  annulé  le  second  facteur, 
on  serait  évidemment  tombé  sur  le  système 

3TY  Z?     I  1  O  v^ 

z2        r        z'-f-aar'        ' 


Problème  n°  66. 

L'une  des  familles  d'un  système  triple  orthogonal  étant 
représentée  par  l'équation 

(i)  a=:xxz, 

dans  laquelle  a  est  un  paramètre  variable,  on  demande 
de  trouver  les  deux  autres  familles . 

Soit  (3  =  F(x,  y,  z)  l'équation  générale  des  surfaces  qui 
coupent  à  angle  droit  les  surfaces  (1)  ;  nous  devrons  avoir, 
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quels  que  soient  x,  j>*,  z, 

—  —      ^ï.  —       dF  d*  _ 

dx  dx        djr  djr         dz   dz  ' 

ou,  en  remplaçant  les  dérivées  de  a  par  leurs  valeurs  tirées 
de  l'équation  (i), 

L—      1^1      L^l  — 

*    '  x  dx       y  djr        z  dz 

Pour  intégrer  cette  équation  linéaire  aux  dérivées  par- 
tielles, je  considère  le  système  suivant  d'équations  diffé- 
rentielles simultanées  : 

o 
et  j'en  tire 

C3  =  x2-hy*—2zt9 
C,  =  F; 

donc  l'intégrale  générale  de  l'équation  (2)  est 

cf  désignant  une  fonction  arbitraire.  Posons 

1    '  I    v=:x*  —  y\ 

et,  en  désignant  par  ty  une  nouvelle  fonction  arbitraire, 
nous  prendrons  pour  les  équations  des  familles  de  surfaces 
cherchées 

(4)  P  =  ¥(*»«0>     7  =  *("i")> 

(3  et  y  étant  les  paramètres  variables.  Il  nous  reste  à  ex- 
primer qu'une  quelconque  des  surfaces  |3  coupe  à   angle 
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droit  une  quelconque  des  surfaces  y,  c'est-à-dire  que 

dy  rAJ*  dy  dty         dy  dty 

d.r  dx        dy  dy        dz  dz 

Cette  équation,  quand  on  y  introduit  u  et  y,  devient 

dyd^Vfdux*      ,du\*      A/«\a]       dod^T/dvy      /M1"] 
dûdii\\dx)  ^\dy)  *\dz)  ylï>lfr\\dr)  ~*~\dy)  J 

/dy   d^        dy  dty\    t  du    dv         du  dv\   

\du  dv         dv   du)  \dx  d.r.         dy  il)  ) 

Remplaçons  les  dérivées  de  u  et  v  par  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (3),  et  nous  aurons 

Mettons  dans  celte  dernière  équation,  pour  x*  et  y*,  leurs 
expressions  en  u,  v  et  z*  tirées  des  formules  (3),  et  il 
viendra 

'1?  d\  U  +  6*1)  +  *i  *ï  tu  +  a,»)  -f-  (^  Q  +  Û  dA\  „  -  o. 
du  du^  '        dv  du  ^  '        \du  dv         dv  du) 

Celte  équation,  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  a,  *>  et  z1, 
se  partage  en  deux  autres  : 


du  du        dv   dv  ' 


do  d-ty  dy  d-fy  [  dy  (fy        dy  dty 

du  du  dv  dv  \du   dv 

On  déduit  de  là 


dy  dty\ 
dv  du  J 


;î)'— ÏS-K2)-- 

T.  —  Rec.  25 
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et  par  suite 

(  //-  —  («-4-  \fu*+3iP)-2-=ot 
]      d\>  du 

"S-(«-v/^+^7')$=o. 


(5) 

dv        v  ~        v  ~         "  "  /  du 


Ces  équations  aux  dérivées  partielles  sont  linéaires.  In- 
tégrons la  première-,  nous  serons  conduits  à  trouver  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  différentielle  homogène 


/ZM                           du            b+v/",+  3i,î 
(6)  Tv= ; 

3 o» 

Je  pose  u  =  i> —  afin  de  séparer  les  variables  et  de 

chasser  le  radical  en  une  seule  fois;  j'en  tire 


u  -h  sju1  H-  3  v1  =  —  c, 


et  l'équation  (6)  devient 


dv  3  H-  62      ,A        i   /  i  2 


*>       0(9—  ô2)  3  \0       0-4-3 


-5~ i)*- 


En  intégrant  et  désignant  la  constante  par  C,  j'aurai 

donc 

*»(9-*)' 

c-  -  -ô 

Remettant  pour  0  sa  valeur  en  u  et  i> ,  je  trouve,  après  quel- 
ques réductions, 

L'intégrale  générale  de  la  première  équation  (5)  sera  donc 
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(3=  9(C)  ou  simplement  (3  =  C,  c'est-à-dire 

p  =  (v/V-f-3o2-f-  2 «J2 (s/z7T3^  —  a). 
On  aurait  de  même 

Remettons  à  la  place  de  u  et  ^  leurs  valeurs  en  x, y,  z, 

3  7 

remplaçons  (3  et  y  par  — ^  et  — 7»  et,  après  quelques 

calculs  assez  simples,  nous  aurons  le  système  triple  ortho- 
gonal demandé  sous  la  forme 

(y\    J   p  =  (x*4-*J—  2^)  (z'-t-ar*  —  2/2)  (^4-J2—  2Z2) 
/    y  =  (j"2-4--32 —  O.X1)  (;S2-f-  .Z2 —  2J**)  (x2-}-^1 —  2Z2) 

(8)  1 

\  -+-  2(a;*-f-t7<-4-  z4  —  y*z* — z2J72  —  x*y2Y  . 

D'après  le  théorème  de  Dupin,  les  lignes  de  courbure 
de  la  surface 

a  =  xyz 

seront  les  intersections  de  cette  surface  par  les  surfaces  (7) 
et  (8). 

Problème  n°  67. 

Déterminer  les  fonctions  X,  Y,  Z  ne  contenant,  la 
première  que  x,  la  deuxième  que  y,  la  troisième  que  z, 
de  telle  façon  que  les  surfaces  représentées  par  les  équa-  . 

25 
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tions 

(      X  Y  Z 

! r  -4-  ~  =1, 

p  —  a        p  —  0         p  —  c 


(«) 


X  Y  Z 


p  —  a        p  —  &        pt  —  c 
X  Y  Z 


=  i 


;    v  —  a        v  —  b        v  —  c  ' 


ou  jo,  fx9  v  $o/z£  des  paramètres  variables,  a,  b,  c  des  con- 
stantes données,  constituent  un  système  triple  orthogonal, 
c'est-à-dire  de  façon  qu'une  quelconque  des  surfaces  de 
l'une  des  familles  coupe  à  angle  droit  une  quelconque  des 
surfaces  des  deux  autres. 

De  la  première  des  équations  (i)  on  tire 

ps—  p'(X  +  Y  +  Z  +  fl+  6  +  c) 
-f-  f  [X[b  -4-  c)  -\-Y(c  -f-  a)-f-Z(a -t-  b)  -hbc  +  ca  -+-  ab] 

—  [Xùc-hYca  +  Zab-+-  abc]  =  o . 

Les  racines  de  cette  équation  du  troisième  degré  sont  p,  p, 
v  -,  on  a  donc 

p  +  u-fv  =  X-fY4-Z  +  fl  +  è+c, 
jxv  -+-  vp  -f-  ppt  =  X (  b  -f-  c)  -+-  Y(c  -+-  «) 
v    ;  l  +  Z(a-h  b) -\-bc  +  ca-l-aù% 

ppiv  =  X  £c  -f-  Y  ca  -+•  Z  ab  -+-  abcy 

et  Ton  déduira  de  ces  formules,  en  les  differeutiant  par 
rapport  à  x, 

^  -f-  ^  -4-  —  =  X'. 

«/.-c        r/.r        dx 
dp  du.  dv 
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En  multipliant  ces  équations,  la  première  par  ff,  la 
deuxième  par  — c,  la  troisième  par  1,  et  ajoutant,  on 
trouve 

(p-.«)(P-v)^  =  (P-*)(P-c)X', 
et  Ton  trouvera  de  même  les  valeurs  de  -—»  —  5  -~»  ••  •  • 

dx    dx    dy 

J'écris  ces  valeurs  comme  il  suit  : 


/  ± 

dx 


± 


dp 
dz 


X' 


*9l 


(P  —  PJ   (P    —  V) 


p  —  a       p  —  b       p  — 


(3) 


1      ^f* 

dp. 

dp. 

1      dx 

dy    __ 

dz 

-> 

-«)(f*- 

'')(p- 

■') 

1      X' 

""    Y'     ~~ 

Z' 

(f*—)( 

p  — p) 

> 

p —  a 

p —  b 

f*~r 

dv 

dv 

dv 

dj 

djr 

dz 

_(*- 

-«)(v_ 

*)(*- 

'). 

X' 

~~~    Y'    ~~ 

7J 

(v-p)(- 

»  — f*) 

• 

I  v  —  a 


—  /;        v  —  c 


Les  conditions  d'orthogonalité,  qui  sont 


dp  dp.        dp  dp.        dp  dp 
dx  dx        dy  dy        dz  dz 

=  o, 

dp  dv         dp  dv         dp  dv 
dx  dx        dy  dy        dz   dz 

=  0, 

dv   dp         dv   dp         dv    dp 

!l-_j L  -\ L: 

dx  dx        dy  dy        dz   dz 

=  0, 

vont    devenir,    en    substituant    pour    -—-%  •••    leurs  va- 
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leurs  (3), 

x„  y/a  Z/, 


(p  _  tl)  \y  —  «)         (fx  —  6)  (v  —  6)         (p  —  c)  (v  —  c) 


=  o, 


X'1  Y'1  Z'* 

W  {  (7=^f(^)  +  (v-*)(p-6)  +  (v-c)(p-c)  =  °' 

X'2  Y'2  Z" 

=  o. 


(p-"Mf*-fl)      (p  — *)([*  —  *)      (p  —  «)(f*  —  c)  ' 

Or,  en  retranchant  deux  à  deux  les  équations  (i),  après  la 
suppression  d'un  facteur  commun,  on  trouve 


■+■  7 In  / r\  +  7 w T  =  O, 


(5) 


(f*  —  *)(*  —  «)       (f*  —  *)  (*  —  *)       (f*  —  c)(v  —  c) 
X  Y  Z 


(»  — «)(P  — «)        (»-*)(p  — *)        (»  — *)(P  — «) ' 

X  Y  Z 

+  7: — iw ^  =  o, 


(p  —  *)(p  —  «)       (P  —  *)(f*  —  6)       (P  —  «)(f*  —  c) 


et  la  comparaison  des  formules  (4)  et  (5)  donne  immé- 
diatement 

X/|  __  Y^  __  Z[_2 

X  ~~  Y  ~~  Z  * 

Ces  relations  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  x,y,  z,  les 
rapports  précédents  doivent  être  constants  ;  on  aura  donc 

-r-  =  2v/^X,     <&?  = — -==• 
<**  a^/^X 

En  intégrant  et  désignant  la  constante  par  :r0,  on  9 


-*>=\/t 
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et  par  suite 

X=  *(*—*,)»,      Y  =  *[y-y,)\     Z  =  *(*-*.)'• 

En  déplaçant  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  et  fai- 
sant, h  =  i ,  ce  qui  n'enlève  rien  à  la  généralité  de  la  solu- 
tion, on  aura  donc 

.X  =  *\      Yrrrj1      Z  =  z\ 

et  le  système  orthogonal  cherché  sera 


—  a        p  —  o        p  —  c 

x2  r*  z1 

'  H =  I 


jx —  a        p. —  £        p  —  c 

a?  y*  z* 

'       ^        H =  1. 


v  —  a        v  —  b        v  —  c 

C'est  le  système  orthogonal  connu  des  surfaces  homofocales 
du  second  degré. 

Problème  n°  68. 

Déterminer  la  fonction  U  de  x^y,  z,  de  façon  que  le 
système  des  surfaces  représentées  par  les  trois  équa- 
tions 

.r*  y1  z7  l 

H =  ~* 


p  —  a        p  —  b         p  —  c        U 


.t?  r'  z%  i 


r;* 


p.  —  a        p.  —  b        p.  —  c        U 
x1  y*  z2  I 


v  —  a        v  —  6         v  —  c        U 


où  ]0,  fjt,  v  so/i£  rfes  paramètres  variables,  a,  b,  c  des  con- 
stantes, soit  un  système  orthogonal. 
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En  opérant  comme  précédemment,  on  trouve 


W 


dp 
dx 


2U.r 

h 

p-tf 

dV 
dx 

dp 

dy 

allr 

d\J 

dp 

dz 

2UZ 

dU 

dz 


du 

dr 

h 

dV 
dx 

du 

• 

2U  r 

T  + 

dV 

dy 

4* 
^/z 

h 

dU 

— 

dx 


aU.r        dV 
v  —  a        dx 


dy 


îUr        dlJ 

~H 

y  —  b        dy 

Iz 
2Uz         r/Û 


p  —  c         dz         v  —  c  </z 


Les   conditions  d'or tliogon alité  —-  -y-  -f-  . . .  =  o  devien- 
nent,  en  tenant  compte  des  relations 


(3) 


(P-*)(P  —  a)       (p—  *)([*  —  *)       (P-C)(P  — c) 


=  0, 


(4) 


/rfu\*    A/uy    /rfuv 


2 


4  x^/_^+_[_) 

L  dx  \p  —  a         p  — a] 


dU  {       I 

dy  \p  — 


*/z   \  0  —  c 


iy  \p—  b    '    p—  b 


^)]= 


o. 


Les  deux  autres  équations  se  déduiraient  de  la  précédente, 
en  remplaçant  p  et  fi  par  jx  et  v,  puis  par  v  et  p.  Nous  sup 
poserons  écrites  ces  deux  nouvelles  équations;  en  retrans 
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cli an t  la  première  de  l'équation  (4),  on  aura 

X™(-1 LUr^U L_\ 

dx   \p  —  a        v  —  a)  dy    \p  —  b        v  —  b J 

dV  (      i  i      \ 

-+-  z  —  ( =  o, 

«3     \p  C  V  —   C  ) 

c'est-à-dire 

dXJ  d\]  d\] 

x y z 

dx  dy  dz 


(p-«)(*-«)     (p -*)(*-'')     (p -')(*-<) 

et  Ton  aurait  deux  autres  relations  pareilles  en  p  et  p,  et 
eu  v  et  fjt.  Comparant,  comme  dans  l'exercice  précédent, 
ces  relations  aux  formules  (3),  on  en  déduira 

dV  dV         dV 

x y  -  z  ■    - 

dx         u   dy  dz 


x2 

y* 

z- 

ou 

bien 

dU 
d.x* 

dV 
d.y* 

dXJ 
d.z1 

d'où  Ton  concl 

ut 

U: 

=  <î>(;r! 

l-t-^2  +  z,)  =  * 

en 

posant 

U  — 

:.rJ-f-j* 

-hz\ 

On  tire  de  là 

et  l'équation  (4)  va  devenir 


<**2  v*  7* 

4«*"(«)  +  4(-—  +  7^-7  + 


a         o  —  b         o  —  c 


p  —  a        p  —  v        p 


x1  y2 


H h 


—  a        u  —  b 


i^j  *(«)*'(«)  = 
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c'est-à-dire,  en  tenant  compte  des  formules  (i), 

♦'(«)[«*'(  il)  -+-  24>(tt)]=0. 

On  a  donc 

i°  4>'(k)  =  o,     4>  (  u  )  =  const.  ; 

on  peut  prendre  4>(i/)  =  i',  et  Ton  retombe  ainsi  sur  les 
surfaces  homofocales  du  second  degré. 

2°  !£*'(«)  ■+-  2<î>(**)  =  0 

ou  bien 

*'lu)         2 

v    '    '   -=o, 


d'où,  en  intégrant,  et  faisant  la  constante  égale  à  i , 

<D(i/)=l=7— I -. 

Le  système  auquel  nous  arrivons  est  donc  le  suivant 


p  —  a        p  —  b        p  —  c 

— : h  — — r  H =  (^r'-f-^-f-  a5)*, 

p.  —  a        p  —  6        u  —  c        x  ' 

m2  y*^  2^ 

— h  — rH rrr^  +  j' +**)'. 

v  —  a        v  —  b        v  —  c        x  ' 

C'est  le  système  des  surfaces  homofocales  du  second  degré 
dans  lequel,  à  la  place  de  x,  y,  z,  on  met  — 


xm  H-  jr*  -+-  z2 


a?*  -+-  ^2  -f-  z*      x*  -\-  y2-\-  z 

formé  par  rayons  vecteurs  réciproques. 


-a*,    c'est   donc  ce   système  trans- 
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Problème  n°  69. 

Déterminer  les  fonctions  les  plus  générales  <f  et  <\>,  de 
façon  que  les  surfaces  représentées  par  l'équation 

(i)  «=T(,)+^, 

où  a  est  un  paramètre  variable,  constituent  l'une  des  fa- 
milles d'un  système  triple  orthogonal. 

Nous  changerons  de  variables  et  nous  prendrons  des 
coordonnées  polaires  dans  le  plan  des  xy  : 

;r  =  rcos0,     ^  =  /*sin0; 

nous  tirons  de  là 

dr  dr 

—  =cos0,  —  =sin0, 

dx  dy 

(2)  < 
x    '  '  dB  smô       dQ cosô^ 

dx  r  dy  r 

L'équation  (i)  deviendra 

(3)  •  «=/{•),(,), 

et  nous  en  tirerons 

da.  rt/  .    .   .  sinô 

i  0\  I  dût.  i.#/*\      /     \  cos® 

Nous  chercherons  d'abord  l'équation  générale  des  sur- 
faces qui  coupent  à  angle  droit  toutes  les  surfaces  (i);  au 
lieu  de  faire  figurer  dans  cette  équation  x,  y,z,  nous  y 
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ferons  entrer  r,  0  et  z.  Soit 

P  =  *(r.0.«) 

l'équation  de  ces  surfaces  où  (3  est  un  paramètre  variable; 
nous  aurons 


(5) 


dx. 

=  cos€ 

dr 

sinO 

r 

M* 

dy 

=  sinfl 

,/B 

cosO 

r 

dp 

d$ 
dz 

_d$ 

""  ~dz 

La  condition  d'orthogon  alité 


r  +  ^  rfP 


dx  d.r.         dy  dy    '    dz   dz 


=  o 


va  devenir,  en  tenant  compte  des  relations  (4)  et  (5), 


(6) 


£/•(•)*{»);$+/(*)*'(  «)^=o. 


Pour  intégrer  cette  équation  linéaire  aux  dérivées  par- 
tielles, nous  considérons  le  système  suivant  d'équations  si- 
multanées : 


dr 


r*dQ 


dz 


r/8 


qui,  en  appelant  C,,  Ct,  C8  trois  constantes  arbitraires, 
nous  donne 


,  f^dO-fï^A  +  C 


p  =  c3. 
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L'intégrale  générale  de  l'équation  (6)  est  donc 
Nous  poserons,  pour  abréger, 

(9)  11  =  r»F(0) -*(*), 

et  nous  aurons 

Donnant  à  la  fonction  arbitraire  £  deux  formes  distinctes 
Xi  ct  X»i  nous  ferons 

?  =  *»('*  «)■     7  =  X'(r»  «)■ 

et  nous  aurons  là,  en  considérant  (3  et  y  comme  des  para- 
mètres variables,  les  deux  autres  familles  du  système  or- 
thogonal, pourvu  que  nous  puissions  déterminer  les  fonc- 
tions j£i  et  j£„  de  façon  que  Tune  quelconque  des  surfaces 
(3  coupe  à  angle  droit  Tune  quelconque  des  surfaces  y, 
c'est-à-dire  de  manière  qu'on  ait,  quels  que  soient  a:,  y,  zy 

<7p  dy        dp  dy        d^  dy  __ 
dx  dx        dy  dy        dz   dz 

équation  qui,  en  exprimant  les  dérivées  de  {3  et  y  relatives 
à  x*>y,  z  au  moyen  de  celles  relatives  à  r  et  u,  devient 

li  dï  L  y*«/  "*"  \dy)  "*"  \dz)  J 

(IO)j   +ajf(*:y+(^yi  +  (4i  +  i±) 

v       '  J  dr  dr  \J\dx)        VOv  J        V^  «r        "r  <*"/ 

(du  dr         du  dr \ 
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Or  de  la  valeur  (9)  de  u  on  tire 

^  =  2rF(0)cosG  —  rF'(0)sinô, 

eue 

—  =  2rF(r)sin$  -+-  /-F'(ô)  cosô, 
4s 

du  ,,    . 

En  substituant  ces  valeurs  de  — »  — 5  —  et  celles  de  -r-» 

dx     dy     dz  dx 

dr      di* 

-7-1  -r>  l'équation  (10)  deviendra 

dy    dz         *  ' 

(») 


-+- 


\du  dr^  dr  du)  l    ' 


Cette  équation,  dans  laquelle  9  doit  être  remplacé  par  sa 
valeur  en  z,  r  et  «,  tirée  de  l'équation  (9),  doit  avoir  lieu 
quels  que  soient  u,  r  et  z,  et  en  particulier  z  en  doit  dis- 
paraître; toutes  les  dérivées  de  l'équation  (11),  prises  par 
rapport  à  z,  devront  être  nulles.  Remarquons  que  z  n'entre 
que  par  4>(z)  et  4>'(z).  Pour  plus  de  clarté,  nous  emploie- 
rons les  notations  suivantes,  en  remarquant  que,  les  fonc- 
tions <&(z)  et  F (9)  une  fois  connues,  on  en  peut  déduire 
4>'f  (z)  en  fonction  de  <î>  (z)  et  F'*  (0)  en  fonction  de  F(Ô)  : 

*(*)=*,      *''(*)  =  *,[>(*)]=:*,(*), 
F'2(0)  =  F,[F(Ô)]. 

Or  la  formule  (9)  donne 
Nous  aurons  donc 

F"(e)=F,(<i±i), 
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et  l'équation  (i  i)  deviendra 

(,2)     i  ,/M7    ,   /«g  dy    |    <*P<*A'3»-H=0j 

\  rfr  t/r        y^r  du        du  dr  J  r 

Cette  équation  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  X  •  prenons-en 
la  dérivée  première  et  la  dérivée  seconde  par  rapport  à  X, 
et  nous  aurons 


dr  du 


d$  dy\  1  __ 
du  dr  J  r  ' 


Écartant  l'hypothèse 


d$  dy  __ 
du  du 


qui  ne  conduit  à  rien,  comme  on  s'en  assure  aisément,  il 
reste 

(.3)  8+r,(^)  +  r»«F(l)  =  o, 

et  cette  équation  doit  avoir  lieu,  quels  que  soient  u,  X  et  r, 
ou  quels  que  soient  — —  »  r*  et  X;  on  doit  donc  avoir 

i°  <(X)=o, 

8  +  *(i£)=o. 

La  première  de  ces  équations  nous  donne,  en  désignant 
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par  //  et  B  Jeux  constantes, 


♦,(!)  =  H(X-B); 


et,  remettant  au  lieu  de  4>,  (X),  4>'*(z);  au  Heu  de  A,  3>(s), 
nous  aurons 

V   2   v'4>(z)  —  B 
On  en  tire,  en  intégrant, 


3  —   Z0     =  ^2  «  V  *  (  2  )  —  -B» 


2/1 


<t>(z)  — B. 


—  j 


Reportant  dans  la  dernière  équation  (8)  et  supprimant  la 
constante  z0,  ce  qui  n'enlève  rien  à  la  généralité  de  la  so- 
lution, 

?(*)  =  z 

?'(*)  =n} 
ff(z)         z' 

et,  en  intégrant, 

f  (*)  =  zn. 

Je  n'introduis  pas  une  constante  •,  elle  se  fondrait  avec  a 
dans  l'équation  (i). 

Voilà  donc  une  de  nos  fonctions  déterminées;  il  nous 
reste  maintenant  l'équation 

8  +  F"(ÎL^)=°     ou    8+F-,[F(9)]  =  oi 
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d'où  l'on  tire,  en  désignant  par  A  et  C  deux  constantes, 

F,[F(e)]  =  Fî(e)=-4Fi(ô)+8AF(0)-h4(Cî-Aî)t 


F'(0)  =±2^/— [P(0)— À]»-f-C*f 

2</ô  =±:    , -àJ===-.* 

^C«-[F(e)-A]« 

En  intégrant,  on  aura 

_l_     ,n        «s                      F(G)  — A 
±2(0  —  ô0)  =  arccos     v    ' > 

F(0)=Ad=Ccos2(G  — 0O), 
et  la  première  équation  (8)  donnera 

^I=qr2Csin2(9-6a). 

On  tire  de  là,*en  supprimant  la  constante  0O  et  n'en  met- 
tant pas  d'autre  dans  la  nouvelle  intégration, 


±.i 


/(0)  =  (tange)    *c. 
donc 


^ 


On  peut  écrire  simplement  a  =  zn  —  •  Voici  donc  la  conclu- 
%  sion  à  laquelle  nous  arrivons  :  pour  que  les  surfaces  repré- 
sentées par  l'équation  a  =  <p(z)<M—  j  constituent  l'une 
des  familles  d'un  système  triple  orthogonal,  il  faut  que 
y{z)  =  z*  et  *M  -  )  =  —  »  c'est-à-dire  que  l'équation  pro- 

\  X  J  se 

y 

posée  soit  a  =  zn  -  • 

•M* 

T.  —  Rec.  26 
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Problème  n°  70. 

Etant  donnée  l'une  des  familles  de  surfaces  d'un  sys- 
tème orthogonal,  représentée  par  l'équation 

trouver  les  deux  autres  familles  du  système. 

Nous  pourrions  nous  appuyer  sur  les  formules  de  l'exer- 
cice précédent;  mais  nous  préférons  traiter  le  problème 
directement.  Soit  (3  =  o  Tune  quelconque  des  surfaces  des 
deux  familles  cherchées;  nous  devons  avoir 

,     d<x   dp         da.  d^         d*  d$  ___ 
dx  dx       dy  dy        dz  dz 

Cette  équation  devient,  quand  on  y  remplace  les  dérivées 
de  a  par  leurs  valeurs  tirées  de  l'équation  (i), 

,    .  __  I   dp        i  dp        ndp_ 

*    '  x  dx       y  dy        z  dz 

Pour  trouver  l'intégrale  générale  de  cette  équation,  nous 
avons  à  intégrer  le  système  suivant  d'équations  simul- 
tanées : 

_         _zdz__dp 

n         o 
Nous  en  tirons 

C,^:*'  —  ny\ 

et,  par  suite,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (2)  est 

P  =  vt{x*  +  y\z*-ny% 


I 

application  du  calcul  intégral.  4°3 

cp  étant  une  fonction  arbitraire.  Nous  poserons 

(  3  )  u  —  x1  -f-  y*9     v=z  z*  —  ny1^ 

et  nous  aurons 

(4)  P  =  ?(«.  «0»   v  =  *  («•*)• 

Il  nous  reste  à  exprimer  que  la  condition 

dp  dy        dp   dy        dp   dy  __ 
dv  de       dy  dy        dz    dz 

est  vérifiée,  quels  que  soient  x,  y,  z.  On  peut  écrire  cette 
relation  comme  il  suit  : 

dp  dy  [7 A\*        (±V1        dj^dy  Y(±V       (±\n 
du  du  \\dx)         \dy)  J        dp  dv  \\dy)         \dz)  J 

\au   dv       dv  du  J  \djr  dy  j 

ou  bien,  en  remplaçant  les  dérivées  de  a  et  i>  par  leurs 
valeurs  tirées  des  équations  (3), 

Remplaçons,  dans  cette  équation,  x*  et  z*  par  leurs  valeurs 
en  u,  v  etjp*,  tirées  des  équations  (3),  et  nous  trouverons 


dp  dy        dp  dy 
du  du       dv  dv 


u  -r-  -rf-  -+•  -4-  ~  (n*y2  -4-  jij* -h  t>) 


Cette  équation,  qui  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  u,  v 

26. 


4o4  TROISIÈME    PARTIE. 

et/1,  va  se  dédoubler,  el  il  viendra 

tip      dy 


du 

djî* 

dv 

tdu             v 

[-. > 

dy              u 

d? 
du 

dv 

dy 
du    ■ 
dy 
dv 

d'où  Ton  tire 

4 

,* 

=  »  +  i 

'S)                 — - 

_y^  (»  +  ,;»+ if, 

dv 

df 

=  /i  +  1 

I«)      1?' 

+  y/i«+';'  +  ^ 

dv 

Considérons  la  deuxième  de  ces  équations  aux  différences 
partielles  ;  nous  en  déduirons  les  équations  simultanées 

du  —  dv  dy 

2  /  fiv  O 

«-+-i4-y/(/i-f-i)2-f-^- 

Pour  intégrer  la  première  de  ces  équations,  nous  poserons 

Av 

(  n  -+-  i  )*  -f-  -    ==  4  **>  et  il  en  résultera 
x  '         u 


du 

-f- 

itdt 

=  0. 

u 

fi  -l_  /-j 

—  /i* 

4 

On  trouve,  en  intégrant, 


c; •-■=■«( 2 /+ »-H i)  *  (2/4-1  — /i)  * 
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ou,  en  remplaçant  t  par  sa  valeur, 


x|_\/(,24"l)2+ï+I~/J      ' 


On  a  donc,  comme  intégrale  générale  de  l'équation  (6), 

y  =  W  (  C,  )     ou  simplement    y  =  Ci , 
c'est-à-dire 

(7)  {  LV U_  \t 

On  trouverait  de  même 

Ces  équations,  dans  lesquelles  il  faut  remplacer  u  et  v  par 
u  =  jc*  -h y* ,  v  =  z%  —  ny*,  sont  celles  des  familles  cher- 
chées. 

On  aura  donc  le  système  suivant  de  surfaces  orthôgo- 
nales  : 

y 

x 

(9)    {  

x  [vH/'+0v+('I""I)V-*-4'8,-*-(|i--0v'-ra-+-J4]"",« 

,       .7=     [y/tiiH-i)I*,+  (ii— i)y-+-4^+(»«»-i)^-f-y,J,,+l 
x  [V(*4- 1  )2-*2-t-  (»—  1  )!r'-H 4*2  —  («—  i  )  v/*2H-rJ],,'~\ 
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Comme  vérification,  faisons  n  =  i  ;  nous  aurons 

p  =  4(^r»-h  z>  -4-  ^jt'  -h^,)a»       7  =  4(^+  S1  —  V^r2 -H  /' )' 
OU 

^-  =  fi*  +  7*  -f-  i/?+7,      —  =  \/x2-\-z*  —  v'x»  H-  .?'' 

C'est  bien  le  système  trouvé  par  M.  A.  Serret  pour  les 

surfaces  qui,  avec  le  paraboloïde  a  =  ' — *  forment  un  sys- 

tème  orthogonal. 

Nous  remarquerons,  en  terminant,  que,  d'après  le  théo- 
rème de  Dupin,  nous  saurons  maintenant  trouver  les  lignes 
de  courbure  de  tous  les  conoïdes  représentés  par  l'équation 

zn-  =  a\  ces  lignes  sont  les  intersections  du  conoïde  par 

les  surfaces  (9)  ou  par  les  surfaces  (10). 

Remarquons  encore  que  chacune  des  surfaces  (9)  et  (  10) 
peut  être  engendrée  par  l'intersection  des  cylindres 

x  1  _f_  y%  —-  Const . ,     z3  —  n  y7  =  const . , 
se  déplaçant  suivant  une  loi  déterminée. 

Problème  n°  71. 

Trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  courbes 
planes  en  coordonnées  curvilignes.  Application  à  la  re- 
cherche des  trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de 
cercles. 

Soit 

(1)  x  =  y(u,  v\        y  =  ty(it,  ç) 

un  système  de  coordonnées  curvilignes  dans  le  plan  des  x%y 
(les  axes  Ox  et  Oy  étant  rectangulaires).  Soit,  d'autre  part, 

(a)  /(",  <0=C 
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un  faisceau  de  courbes  dépendant  de  la  constante  C.  On 
demande  de  trouver  les  trajectoires  orthogonales  de  ce 
faisceau. 

Soit  u0,  v0  ou  M0  un  point  du  plan,  v  =  g(u), 
v  =  gK  (u)  deux  courbes  passant  en  ce  point,  vr  et  v\  les 
valeurs  en  ce  point  des  dérivées  de  g  et  de  gK .  Le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  tangente  en  M0  à  chacune  de  ces 
courbes  est  donné  par  les  égalités 

.  __  dy  __    du       dv  ,  __  I '  dy\    __du       ^    l 


'-(: 


*        dx         dx       dx    ,'         J*       \dxJi       dx       àx  , 
du       dv  du       dv 

Pour  que  ces  deux  courbes  se  coupent  normalement 
en  M0,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  y'y\  = —  i,  c'est-à- 
dire 

E  4-  F(p'-i-  v\)  +  Gv'v\  =  o, 

en  posant 

\du)        \àu/  '  du  dv        du  dv7  \dv  )         \dv  ) 

E,  F,  G  sont  les  coefficients  du  ds2  du  plan  exprimé  en 
fonction  de  u,  v;  ds2  =  JLdu2-)-  2F dudv  +  Gdv*  (*). 
Ceci  posé,  si  la  courbe  v  =  gt(u)  est  une  courbe  du 

faisceau,  v\  est  égal  à  —  -™  et  pour  que  v  =  g(u)  sr\t 

Tv 
orthogonale  au  faisceau  il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction 
v(u)  satisfasse  à  la  condition 

Supposons,  en  particulier,   que  la  famille  de  courbes 

(*)  Ce  résultat  subsiste  si  le  ds1  est  le  ds*  d'une  surface  quelconque, 
sur  laquelle  on  cherche  les  trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de 
courbeà  :  /(«,  v)  =  C. 
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considérée  soit  une  famille  de  cercles;  appelons  u  le  para- 
mètre dont  dépend  cette  famille,  £(u),  *l(w)  les  coordon- 
nées du  centre  d'un  des  cercles,  r(u)  son  rayon;  nous 
pouvons  écrire 

l  3r  =  Ç(tt)-+-r(u)i^i, 

(4)  * 

^==Y)(a)+r(w)-j-^i; 

pour  chaque  valeur  de  w,  le  point  x,  y  parcourt  un  cercle 
du  faisceau  quand  v  varie.  Les  équations  (4)  définissent 
un  système  de  coordonnées  curvilignes  où  le  faisceau  con- 
sidéré vérifie  l'égalité  u  =  C.  Appliquons  la  formule  (3); 

on  ar  =  i;7=o,  donc 
du         '  dv  7 

du"      G* 
D'autre  part,  on  trouve 

__  ar[Tr)'(i  —  p»)  —  iv?] 
~"  (i-+-p*)* 

G  =  r*      l6<*      -4-  4  *•»('  —  «*)»  4^' 

£',  V>  •  •  •  désignant  les  dérivées  de  Ç,  7},  ...  par  rapport 
à  u. 

Il  vient  donc 

dv  __  r\vt-+~%%v  —  i\ 
du  ~~  2T 

équation  de  Riccati.  Quand  on  connaît  une,  deux  ou 
trois  trajectoires  particulières,  l'équation  s'intègre  par 
deux  ou  par  une  quadratures  ou  sans  quadrature.  Par 
exemple,  quand  la  famille  de  cercles  est  astreinte  à  avoir 
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ses  cenlres  sur  une  droite  donnée  (ou  à  couper  normale- 
ment une  courbe  donnée),  deux  quadratures  suffisent  pour 
déterminer  toutes  les  trajectoires  orthogonales. 

Quand  un  cercle  est  assujetti  à  couper  orthogonalement 
deux,  cercles  donnés,  son  centre  décrit,  l'axe  radical  des 
deux  cercles,  on  connaît  trois  trajectoires  particulières, 
les  autres  s'obtiennent  donc  algébriquement;  on  voit  aus- 
sitôt que  ce  sont  les  cercles  qui  passent  par  les  deux 
points  communs  aux  deux  cercles  donnés. 

Problème  n°  72. 

Trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  droites. 
Application  aux  génératrices  rectilignes  du  parabo- 
loïde  Cz  =  xy. 

Nous  pouvons  écrire  les  équations  d'une  des  droites  D  ainsi 

(i)    x  =  av-ha,    7=pp-h6,     z  =  yv-hc,     (a*-+-  p*-h  y*  si), 

a,  p,  y  et  a,  6,  c  étant  fonctions  d'un  paramètre  u,  çt  v 
représentant  la  distance  du  point  #,  y,  z  au  point  a,  ft,  c 
de  la  droite  (comptée  positivement  dans  le  sens  a,  (3,  y). 
Ceci  revient  à  rapporter  les  points  de  la  surface  réglée 
engendrée  par  D  aux  coordonnées  curvilignes  u}  v. 

Soit  v  =  <p(w)  une  ligne  de  la  surface  qui  coupe  ortho- 
gonalement toutes  les  génératrices  ;  les  cosinus  directeurs 
de  la  tangente  à  cette  courbe  en  un  point  (u,  v)}  sont  pro- 
portionnels à 

dx-^aidv  -+-  {ol'v  -+-  a') du, 

dy  =  $dv -+-($' v  +  b')du, 
dz=  *(dt>  -+-  (y'p  ■+-  c')duy 

et  pour  que  cette  direction  soit  normale  à  la  droite  D, 
qui  passe  par  le  point  (h,  p),  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

o  =  a  d x  -+-  j3  dy  -+-  y  dz 

b  (a*-t-  p*-h  Y*)ûfo-+-  (aa'-h  PP'  +  Yï'  )v  "t(«*'+  §b'+  Y  c')> 
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ou  bien  (en  tenant  compte  des  relation  aa  -+-  (32  -+-  y2  =  i , 

(2)  dv  =-(««'+  fib'+yc^du, 

v  est  donné  en  fpnction  de  u  par  une  quadrature.  Quand 
on  connaît  une  des  trajectoires,  toutes  les  autres  s'en  dé- 
duisent en  augmentant  v  d'une  constante. 

En  particulier,  si  la  droite  enveloppe  une  courbe  (plane 
ou  gauche),  prenons  comme  paramètre  u  l'arc  s  de  l'enve- 
loppe compté  dans  un  certain  sens,  comme  point  a,  6,  c 
le  point  de  contact;  les  équations  (1)  deviennent 

x  =  a'(s)9-+-a(s),  y  =  b'(s)v-*-  6(5),  z  =  c'(s)v  -f-  c(s), 
et  l'équation  (2) 

ds>  =  —  (a'1  H-  b'i-\-c'*)ds  =  —  ds,        c  +  s  =  const., 

résultat  classique. 

Comme  exemple,  cherchons  les  trajectoires  orthogo- 
nales des  génératrices  rectilignes  du  paraboloïde  équi- 
latère  xy=Cz. 

Les  génératrices  rectilignes  du  premier  système  ont  pour 
équations 

(1)  3?  =  ex,   y  =  Y 

Pour  la  trajectoire  orthogonale,  onjdoit  avoir 

dy  -+■  X  dz  =  o 

ou  bien,  en  remplaçant  X  par  sa  valeur  —  >  tirée  de  la  se- 
conde équation  (1), 

y  dy  -4-  z  dz  =  o. 

Intégrant  et  désignant  par  k  la  constante  arbitraire,  on  a 
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Ainsi  les  trajectoires  orthogonales  des  génératrices  rec- 
tilignes  du  premier  système  ont  pour  projections,  sur  le 
plan  des  ^3,  des  circonférences  dont  l'origine  est  le  centre 
commun. 

La  même  chose  a  lieu,  sur  le  plan  des  xz,  pour  les  tra** 
jectoires  orthogonales  des  génératrices  rectilignes  du  se- 
cond système. 

Problème  n°  73 

Trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  courbes 
planes  dans  l'espace  et,  en  particulier,  d'une  famille 
de  cercles. 

Le  plan  P  d'une  des  courbes  C,  dépendant  d'un  para- 
mètre arbitraire,  enveloppe  une  surface  développable 
dont  l'arête  de  rebroussement  est  une  certaine  courbe  I\ 
Rapportons  la  courbe  plane  mobile  C  à  la  tangente  M£  et 
à  la  normale  principale  Mr,  de  T,  menées  au  point  M  où 
le  plan  P  est  osculateur  à  T.  Soit  s  l'arc  de  l'arête  de 
rebroussement  T  compté  dans  un  certain  sens  à  partir 
d'une  origine  fixe;  pour  chaque  valeur  de  s,  le  plan  P  et 
la  courbe  C  sont  déterminés,  ij  et  y\  s'ont  exprimables 
en  fonction  d'un  paramètre  p, 

<i)  {  =  <p($,e),        ij  =  ^(i,  p). 

D'autre  part,  fcoit  (a,  b,  c)  les  coordonnées  du  point 
d'osculation  M  rapporté  au  trièdre  fixe  Oxyz)  soit  (a,  fi,  y), 

(*m  ?o  Y*)  et  O*2'  P2'  Y2)  *es  cosinus  directeurs  de  la 
tangente,  de  la  normale  principale  et  de  la  binormale 
en  M  à  T;  soit  enfin  R  et  t  les  rayons  de  courbure  et  de 
torsion  de  la  courbe  T  en  M.  Les  coordonnées  x}  y,  z  du 
point  (£,  t{)  de  C  sont 

(2)     x  =  a->r  a;  H-  at7),    y -=.  b  -h  p£  •+-  [^t),     z  =  c-h  y£  -f-  Yi*). 

D'après  ces  formules,  xf  y,  z  sont  des  fonctions  de  s  et 
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de  v,  et  les  courbes  données  correspondent  à  une  valeur 
constante  et  arbitraire  de  s.  Les  cosinus  directeurs  de  la 
tangente  en  un  point  (s,  v)  (ou  Ç,  7j)  d'une  courbe  C  sont 
proportionnels  à 

àx  d*  dû        dy       0  do       ft    dû        dz  do  dû 

de  cto  dt>        <to        r  dv        r    dv        dt>       *  dv        '    dv 

Soit  maintenant  y  =  F($)  l'équation  d'une  trajectoire 
orthogonale  aux  courbes  C.  En  un  point  ($,  v)  de  cette 
courbe,  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  sont  propor- 
tionnels à  * 

,        ,  ,  .  /do       do  dv\  /dû       dû  dv\ 

.P+Prf+R*+P(g  +  .2*)H.m(5  +  S*). 

c'  +  y-ç  +  y'^h-ï  (£  +  £  a)  +ïl  (*  +  S  s)* 

a',  a',  ...  désignant  les  dérivées  de  a,  a,  . .  •  par  rapport 
à  s.  Ces  quantités  peuvent  s'écrire  encore 

at  /a        ou \    ,  do  dû        dv  /    do  dû \ 

*+R?-\R:T)*  +  «ti+atdl  +  Ts\aiï +  *>£)' 

P^R?       \R  -T/^         as       ?1  as        ds\Pàv^    l  dvj' 
Yi  /y        y. \   .  dis  di/       dv  l    d<>  dty\ 

Pour  qu'il  y  ait  orthogonalité,  il  faut  qu'en  multipliant 
ces  trois  quantités  respectivement  par 

(•*+-2)-    (»3**ï)-    (îg*»S)- 

et  faisant  la  somme,  on  trouve  un  résultat  nul. 
Il  vient,  en  tenant  compte  des  relations 


•  •  •» 


a2-h  (ï2-4- y*=  i,         aai-l-PPi  +  YYi  =  0> 
;  dt\\dvj       \dvj  y  dv  as  ^ dv  ds       dv      R V  dv       y  dv) 
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Telle  est  l'équation  différentielle  des  trajectoires  ortho.- 
gonales  cherchées. 

Celte  formule  met  en  évidence  un  fait  remarquable  : 
c'est  que  la  torsion  ne  figure  pas  dans  le  résultat  final  ;  la 
courbure  subsiste  seule.  D'après  cela,  supposons  qu'on 
déforme  la  courbe  T  sans  altérer  sa  longueur  ni  sa  cour- 
bure; au  point  O,  origine  des  arcs  sur  T,  correspond 
sur  la  courbe  déformée  Y'  un  point  O';  au  point  M  (tel 
que  OM  soit  égal  à  s)  correspond  sur  Tf  un  point  M'  (tel 
que  O' M'  soit  égal  à  5)5  si  l'on  transporte  les  axes  MÇ,  Mr, 
sur  les  axes  correspondants  M'ij',  M'y/»  'a  courbe  C  vient 
en  G  et  Ton  obtient  ainsi  un  nouveau  faisceau  de  courbes 
planes.  Quand  on  considère  un  point  P  déterminé  sur 
chaque  courbe  C,  ce  point  décrit  une  courbe  D  quand  C 
varie;  le  point  correspondant  P;  de  C;  décrit  une  certaine 
courbe  D'.  Si  D  est  orthogonale  au  faisceau  C,  D7  est 
orthogonale- au  faisceau  G',  autrement  dit  la  transforma- 
tion en  question  conserve  les  trajectoires  orthogonales 
du  faisceau  C.  C'est  ce  qui  résulte  aussitôt  de  ce  fait  que 
les  trajectoires  orthogonales  des  deux  faisceaux  C  et  C, 
sont  définies  par  la  même  équation  (3). 

En  particulier,  quand  on  développe  sur  un  plan  ladéve- 
loppable  dont  T  est  l'arête  de  rebroussement,  T  se  trans- 
forme en  une  courbe  plane  Y1  telle  que,  pour  les  mêmes  va- 
leurs de  s,  les  courburesde  T  elTf  soient  égales.  La  famille 
de  courbes  C  devient  une  famille  de  courbes  G  situées  dans 
un  plan.  La  recherche  des  trajectoires  orthogonales 
d'une  famille  de  courbes  planes  C  peut  donc  toujours 
être  ramenée  au  cas  où  ces  courbes  sont  distribuées  dans 
un  plan  xO y. 

Si  notamment  les  courbes  C  sont  des  cercles,  la 
recherche  des  trajectoires  doit  dépendre,  d'après  l'exer- 
cice précédent,  d'une  équation  de  Riccati.  Il  est  bien 
aisé   de    le    vérifier  ;    on    peut   prendre    comme    fonc- 
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lions  <p,  <J» 

(4)     6  =  A(«) -*-/•(/) 

I  — p» 

l-l-p*' 

Nous  savons  déjà 

qu'on  a 

(i  +  p»; 

-  [©■• 

<—)•(§  1 

on  trouve  aussitôt 

t|«B(#)  +  r(#) 


ap 


p* 


(S)i  -  *•• 


=  ar[B'(i— p*)—  aA'p]; 


dp        R  \Ç  dp         '  dp/ 


4rp 


~~  (i-hp*)*  R       (i-t-p*)*' 

l'équation  (3)  est  donc  ici 

dv         m  f  r  —  A       _  .1  f  B  .  ,"j       r  H-  A       _ . 


ir 


Les  remarques  qui  terminent  l'exercice  [  s'appliquent 
donc  encore  au  cas  où  les  cercles  sont  distribués  dans 
l'espace. 

Problème  n°  74. 

Étant  donné  y  dans  le  plan  xOy,  un  faisceau  de 
courbes  C,  déterminer  les  courbes  C!  telles  que,  si  Von 
mène  une  tangente  commune  MM'  à  la  courbe  G  et  à 
une  courbe  C  quelconque,  l'angle  MOW  soit  droit.  Cas 
ou  les  courbes  C  se  réduisent  à  des  points. 

Soit  f(x,  y)  =  c  (fig.  65) l'équation  du  faisceau  donné. 
Représentons  par  #0,  y  a  le  point  M  de  C  el  par  x7  y  le 
point  M'  de  C;  on  a,  par  hypothèse, 


.r--.ro 

a?  —  cr0 


EL 

ôxq  _  dy 
7f_~  dï' 

ày0 
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et ,  en  même  temps, 

xx0-hyy0=zo. 

Des  deux  équations 

{y— -yo)dx  —  (x  —  x0)dy  =  o,        xx0-hyy0=z  o, 


4i5 


on  lire  aussitôt 


ydx  —  xdy 
xdx~i-ydy 


x0=—y 


ydx  —  xdy 


Fig.  65. 


En  portant  ces  valeurs  de  Xq,  y<>  dans  l'équation 


dy_ 
dx 


EL 

dx0 


df 

dy0 


on  obtient  l'équation  différentielle  cherchée. 
*  Dans  le  cas  où  les  courbes  C  se  réduisent  à  un  point,  le 
problème  s'énonce  ainsi  :  étant  donnée  une  courbe  fixe  T, 
par  chaque  point  G  de  T  on  mène  une  tangente  CM7  à  une 
courbe  C'.  Déterminer  C'  de  façon  que  l'angle  GO  M'  soit 
droit.  Il  suffit  alors  de  porter  les  deux  valeurs  trouvées 
pour  x0jyo  dans  l'équation  de  T 

/(#o>  .To)  =  o. 

Dans  ce  cas  particulier,  substituons  aux  coordonnées 
rectilignes  les  coordonnées  polaires  r,  9;  soit  romFl'Oo) 
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le  lieu  des  points  C  ;  on  a 

a  o      \  •      {x  dx  +  y  dy  )*  \dr  I 

m/dù\    - 
r*="(d?)' 

et  l'équation  différentielle  s'écrit 

ou  encore 

—  =  —  rfp, 


K) 


en  posant  p  =  -  • 

Les  courbes  C  sont  donc  données  par  une  quadrature. 

La  transformation  par  polaires  réciproques  de  l'énoncé 
ci-dessus  rend  immédiat  ce  dernier  résultat. Quand  on  prend 
comme  conique  directrice  le  cercle  x*-\-y-  -+•  i  =  o,  on 
voit  aussitôt  que  les  courbes  transformées  C,  des  C  sont 
les  trajectoires  orthogonales  des  transformées  C«  des  G. 
Si  l'on  applique  à  l'équation  différentielle  formée  plus 
haut  la  transformation 

—  y\  i  ,  x 

X—   _^_J ,  y—    ; >  Y— » 

l'équation  ainsi  obtenue  est  l'équation  des  trajectoires 
orthogonales  au  faisceau  C<.  Quand  les  courbes  C  sont 
des  points,  le  faisceau  Ct  est  un  faisceau  de  droites  qui 
ont  une  enveloppe,  les  courbes  C't  sont  les  développantes 
de  cette  enveloppe,  et  les  courbes  G  les  polaires  réci- 
proques de  ces  développantes. 

Problème  n°  75. 

Surfaces  dont  les  normales  appartiennent  à  un  com- 
plexe linéaire.  Former  l'équation  aux  dérivées  par- 


\ 
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tielles  à  laquelle  satisfont  ces  surf  aces  et  intégrer  cette 
équation. 

Soit 

x  =  az  -+-  a,        y  —  $z  -+-  b 

les  équations  d'une  droite  rapportée  au  trièdre  trirec- 
tangle  Oxyz.  Si  l'on  choisit  comme  axe  des  z  l'axe  du 
complexe  linéaire,  les  droites  du  complexe  satisfont  à  la 
condition  (*) 

(K  étant  une  constante  donnée). 

Les  normales  à  une  surface  z=f(x,y)  ont  comme 
équations  (X,  Y,  Z  représentant  les  coordonnées  cou- 
rantes, et  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  d'incidence) 

X  =  —  /;Z  -+- a?  -hpz,         Y  = —  qZ-hy  ■+•  qz. 

Pour  qu'elles  appartiennent  au  complexe,  il  faut  et  il 
suffit  qu'on  ait 

K=—p(y-hqz)-+-q(x  +  pz), 
ou  bien 

— py  ■+■  9x  —  k. 

Telle  est  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  que 
vérifient  les  surfaces  en  question.  Pour  intégrer  celte  équa- 


(*)  On  sait  qu'on  appelle  complexe  de  droites  tout  ensemble  de  droites 
assujetti  à  une  condition  :  les  droites  du  complexe  qui  passent  par  un 
point  P  de  l'espace  forment  un  cône.  Le  complexe  est  dit  linéaire  si, 
quel  que  soit  le  point  P,  ce  cône  se  réduit  à  un  plan. 

Soit  Oxyz  un  trièdre  trirectangle,  et 

les  équations  d'une  droite.  Quand  on  prend  comme  axe  des  z  une  droite 
convenablement  choisie  (dite  axe  du  complexe),  l'équation  du  complexe 
s'écrit  (voir,  par  exemple,  Picard,  Traité  d'Analyse,  p.  3i3-3i5) 

ba,  -  ajâ  =  K. 
T    —  Rec.  27 
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tion,  on  doit  intégrer  le  système 

dx         dy       dz 

—  y  ~~    x   ""    k  ' 

la  première  équation  donne 

d'autre  part,  on  trouve  immédiatement 

dz       xdv  —  ydx        ,  y 

..-  =  — "- — *——  =  aarctang -î 

k  x*--+-y*  t»  x 

ou  bien 

z  —  K  arc  tang  -  =  C. 

x 

Lorsqu'on  définit  un  point  M  par  ses  coordonnées  po- 
laires r,  0  (dans  le  plan  des  oc,  y)  et  par  son  ordonnée  z, 
toutes  les  surfaces  cherchées  ont  comme  équation 

-- KO  =  <p(r), 

cp  désignant  une  fonction  arbitraire.  Si  l'on  veut,  par 
exemple,  que  la  surface  passe  par  l'axe  Ox7  on  doit  avoir 

n  étant  un  entier  positif,  négatif  ou  nul.  L'équation  de 
la  surface  est  donc 

z  —  K(0  -+-  /n:), 

équation  qu'on  peut  réduire  à  z  =  KB,  car  la  surface  géo- 
métrique est  la  même,  quel  que  soit  l'entier  n\  c'est  un 
hélicoïde  gauche  à  plan  directeur. 

Problème  n°  76. 

Étant  donné  un  faisceau  de  surfaces  S  :  i°  former 
l'équation  aux  dérivées  partielles  qui  définit  les  sur- 
faces S<  orthogonales  au  faisceau  S  ;  2°  former  Véqua- 
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tion  aux  dérivées  partielles  qui  définit  les  surfaces  S', 
telles  que  les  points  de  contact  M,  d} un  plan  tangent 
commun  à  S'  et  à  une  sur/ace  S  quelconque,  soient 
vus  de  l'origine  sous  un  angle  droit.  Application  au 
faisceau  de  surfaces  xyz  =  a. 

Soit 

(i)  F(x,y,z)  =  G 

l'équation  du  faisceau  des  surfaces  donné.  En  un  point 

(#,y,  z)  d'une  de  ces  surfaces,  les  cosinus  directeurs  sont 

,    ,  dF     dF     dF     c.  „  N  ,,, 

proportionnels  à  -r->  -p>  —  •  01  z=f(x,y)  est  1  équa- 
tion d'une  surface  orthogonale  au  faisceau,  en  tout  point 
(a?,/,  z)  de  cette  surface,  on  a 

dF  dF  dF    J 

v     '  dx r        dy  Â        dz 

Telle  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'une  surface  z=f(x,y)  soit  orthogonale  au  faisceau. 
L'équation  (2)  est  linéaire. 

Pour  intégrer  cette  équation,  il  faut  intégrer  le  système 

W  dF    ~   àj^   ~   dF' 

dx  dy  dz 

ce  système  définit  précisément  les  trajectoires  orthogo- 
nales T  des  surfaces  S.  Soit  a  =  o(x,y9  z),  (3  =  ty(&*yi  z) 
l'intégrale  de  (3);  les  surfaces  S<  ont  pour  équation 
[3  =  r/,(a)>  X  ^signant  une  fonction  arbitraire.  Autrement 
dit,  toutes  les  surfaces  S<  s'obtiennent  en  prenant  une  fa- 
mille quelconque  à  un  paramètre  de  trajectoires  orthogo- 
nales T  du  faisceau  S. 

Ce  résultat  est  évident  géométriquement:  en  tout  point  M 
d'une  surface  S'  engendrée  par  une  trajectoire  T  dépen- 
dant d'un  paramètre,  le  plan  tangent  à  S7  contient  la  tan- 

27. 
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génie  à  T,  c'est-à-dire  la  normale  à  la  surface  S  qui  passe 
par  M.  Inversement,  si  S<  est  une  surface  orthogonale  au 
faisceau  S,  les  trajectoires  orthogonales  des  intersections  C 
de  S*  et  du  faisceau  S  sont  orthogonales  aux  surfaces  S. 

Quand  les  surfaces  S  sont  des  plans,  soit  T|  et  T2 
deux  trajectoires  orthogonales  des  surfaces  S,  et  soit  Mf, 
M2  deux  points  d'intersection  des  courbes  r,,  T2  par 
un  plan  S  ;  la  distance  M {  M  2  reste  constante  quand  S  va- 
rie, puisque  la  droite  M<M2  reste  normale  à  Tt  et  T2. 
D'après  cela,  considérons  une  famille  à  un  paramètre  de 
trajectoires  T,  et  soit  C  la  courbe  de  section  de  cette 
famille  par  un  des  plans  S;  quand  S  varie,  la  courbe  C 
reste  invariable;  car  soit  G  la  section  par  un  second 
plan  S;  si  l'on  fait  correspondre  les  points  de  C  et  de  G 
situés  sur  la  même  trajectoire  T,  la  distance  de  deux  points 
quelconques  de  C  et  la  distance  des  deux  points  corres- 
pondants de  G  sont  égales  ;  C  et  G  peuvent  être  amenées 
en  coïncidence.  Il  suit  de  là  que  toute  surface  orthogonale 
à  un  faisceau  de  plans  S  est  coupée  par  ces  plans  suivant 
une  courbe  invariable. 

Passons  aux  surfaces  S7,  telles  que  M  et  M'  étant  les 
points  de  contact  de  S  et  S'  avec  un  plan  tangent  com- 
mun, l'angle  MOM7  soit  droit.  Appelons  x0,  y0.  z0  les 
coordonnées  du  point  M,  et  x,y,  z  celles  de  M'f  On  a  les 
conditions 


\àz0) 


-(  —  ) 


(x  —  x»)  p-+-(y  —  y*)q  =  z  —  z>\ 

xx0  -hyy-j  -{-  zzô  =  o. 

Pour  former  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  sur- 
faces S',  il  suffit  d'éliminer  x0,  y0,  z0  entre  les  quatre 
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équations  précédentes.  Dans  le  cas  particulier  où  les  sur- 
faces S  se  réduisent  à  des  points,  la  condition  imposée  aux 
surfaces  S7  est  la  suivante  :  si  de  chaque  point  M  d'une 
courbe  fixe  T  on  mène  un  plan  tangent  à  S',  l'angle  MOM' 
doit  être  droit  (M'  désignant  le  point  de  contact  de  S'  et 
du  plan).  Soient  alors 

x0  =  q(zq),         y0  =  ty(z0) 

les  équations  de  T  ;  il  suffit  d'éliminer  z0  entre  les  équations 

[a?  —  <p(*o)]/>-+-|>  —  ty(*o)]q  =  z—z0, 

#<p(*o)  ~+-yty(zo)  -+-  -s-so  =  o, 

pour  avoir  l'équation  cherchée. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  S'  n'est 
plus  linéaire,  mais  on  la  ramène  à  la  forme  linéaire  par 
l'emploi  de  la  transformation 

(*=      -*  -*« 

(4) 

Z  = 


i 

'      p\xi-t-q\yi~-z\' 

pivi-t-  q\y\  —  z\ 

h  —      —  >         y  — • 

La  chose  est  évidente  géométriquement;  si  l'on  trans- 
forme par  polaires  réciproques  la  condition  imposée  aux 
surfaces  S',  en  prenant  comme  quadrique  directrice  la 
sphère 

on  voit  que  les  surfaces  S'  sont  les  transformées  des  sur- 
faces 2<  orthogonales  au  faisceau  2,  S  désignant  le  trans- 
formé du  faisceau  S.  Comme  l'équation  des  surfaces  S4  est 
linéaire,  la  proposition  est  démontrée.  Dans  le  cas  où  ces 
surfaces  S  se  réduisent  à  des  points,  le  faisceau  S  est 
formé  de  plans. 

Exemple.  —  Supposons  que  le  faisceau  S  soit  repré- 
senté par  l'équation 

xyz  =  G. 
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L'équation  des  surfaces  S{  orthogonales  au  faisceau  est 

(5)  yzp  +  zxq  —  xy\ 

le  système  différentiel  attaché  à  l'équation,  à  savoir 

dx   _  dy  __  dz 

yz        zx       xv 

ou 

xdx  -■=  y  dy  =  zdz  • 

s  intègre  aussitôt  et  donne 

les  surfaces  S|  ont  donc  comme  équation 

cp  désignant  une  fonction  arbitraire. 

Quant  aux  surfaces  S',  leur  équation  s'obtient  en  éli- 
minant #o?  .Xo?  zo  entre  les  quatre  équations 

—  z0  =/?.?'„=  qy0,         xx0-hyy0-hzz0  =  o, 
(x  —  x0)p  -+-(y—yi>)q  ^z  —  z0. 

Les  trois  premières  entraînent  la  conséquence 

/ — a?     y 

\  p 

L'équation  cherchée  est  donc 

py-hqx  =  zpq. 

Cette  équation  est  bien  de  la  classe  de  celles  que  la 
transformation  de  Legendre  ramène  à  la  forme  linéaire. 
Si  on  lui  applique  les  formules  (4)?  elle  devient 

qtvi  +  piyi viyi 


-+-  £  )  =  o. 
9 


ou  bien 

yi  ZiPi-hZiXi  qx  =  .r,7,. 
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On  retombe  donc  sur  l'équation  (5).  Ce  résultat  s'aper- 
cevrait encore  en  remarquant  que  le  faisceau  xyz  =  C  se 
transforme  en  lui-même  dans  la  transformation  par  po- 
laires réciproques  (4).  En  effet,  les  formules  (4)  donnent 
aussitôt 

Xi=T^      ri=Î7'      *1==ir 


et,  par  suite, 


/ 


Les  surfaces  S'  sont  donc  (dans  l'exemple  actuel)  les 
polaires  réciproques  des  surfaces  S,. 

Problème  n°  77. 

Rappel  des  propriétés  des  lignes  de  courbure  et  des 
lignes  asymptotiques. 

On  sait  que  les  lignes  de  courbure  jouissent  de  ces 
deux  propriétés  dont  chacune  suffit  à  les  définir  : 

i°  Elles  sont  tangentes  en  chaque  point  à  une  section 
principale  ; 

2°  Les  normales  à  la  surface,  le  long  d'une  ligne  de 
courbure,  engendrent  une  développable. 

Quand  une  courbe  G,  commune  à  deux  surfaces  S  et  S< , 
est  ligne  de  courbure  pour  S  et  S,,  les  deux  surfaces  se 
coupent  le  long  de  G  sous  un  angle  constant.  Inverse- 
ment, quand  S  et  Si  se.  coupent  sous  un  angle  constant  le 
long  d'une  courbe  qui  est  ligne  de  courbure  de  S,  C  est  aussi 
ligne  de  courbure  de  St  {théorème  de  Joachimsthal). 
Quand  une  sphère  ou  un  plan  coupe  une  surface  S  sous  un 
angle  constant,  l'intersection  est  ligne  de  courbure  de  S. 

Lorsqu'une    surface,    soit  f(x,y,  z)  =  o,  fait  partie 
d'une  famille  de  surfaces  triplement  orthogonales 

f(*>y,  z)  =  a>      ?(#>r>*)  =  P.      <K#,.r>s)  =  y> 


\l\  TROISIEME    PARTIR. 

elle  est  coupée  par  les  autres  surfaces  de  la  famille 
['p  =  |î,  i  =  y],  suivant  ses  lignes  de  courbure  {théorème 
de  Du  pin). 

D'après  ce  théorème,  si  l'on  transforme  par  rayons  vec- 
teurs réciproques  une  surface  S,  les  transformées  des 
lignes  de  courbure  de  S  sont  lignes  de  courbure  de  la 
surface  transformée. 

Considérons  toutes  les  transformations  obtenues  en 
combinant  un  déplacement  dans  l'espace  avec  une  trans- 
formation homothétique  ou  une  inversion.  Si  une  telle 
transformation  (dépendant  au  moins  d'une  constante  arbi- 
traire) change  en  elle-même  une  surface  S,  les  transformées 
d'une  ligne  de  courbure  sont  encore  lignes  de  courbure.  On 
connaît  donc  une  transformation  continue  de  l'équation 
différentielle  des  lignes  de  courbure  :  cette  équation  s'in- 
tègre par  quadratures  (l). 

Les  lignes  asymplo tiques  peuvent  être  définies  par  une 
des  deux  propriétés  suivantes  : 

i°  Elles  sont  tangentes  en  chaque  point  à  une  asym- 
ptote de  l'indicatrice; 


(*)  Voici  comment  on  établit  simplement  ce  dernier  point.  Rappor- 
tons la  surface  à  des  coordonnées  curvilignes  a,  p,  et  soit 

(i)  Arfa+B^  =  o 

l'équation  des  lignes  de  courbures.  La  transformation  continue  en  ques- 
tion substituée  un  pointa,  p  de  S  le  point  al  =  *(aî  p,c),  p^iPCa,  p,c). 
On  peut  toujours  supposer,  comme  on  le  montre  aisément,  que  pour 
une  valeur  de  c  (c  =  o  par  exemple),  <P  et  W  se  réduisent  identique- 
ment à  a  et  p,  et  l'on  a,  dans  ces  conditions, 

(a).  a,=  a +  c<?  (*,?)+...,        pt=  p  -f-  c  +  (a,  ?)  +  .... 

Soit  maintenant  F  (a,  p)--  G  l'intégrale  de  (1);  la  transformation  (a) 
conservant  l'équation  (1),  si  l'on  remplace  dans  F(a„  pt)  les  variables 
a„  p,  par  leurs  valeurs  (2),  la  fonction  F, (a,  p,  c)  ainsi  obtenue  doit 
être  (quel  que  soit  c)  une  simple  fonction  de  F,  soit  G(F,  c),  et  l'on 
peut  écrire 

Pl(a,p,c)aF(î,f)+c(5?+|    J+...sG(F,o)+cG;(F,o)+..., 
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a°  Leur  plan  oscillateur  en  chaque  point  est  tangent  en 
ce  point  à  la  surface. 

Cette  dernière  propriété  étant  projective,  il  est  clair 
que,  si  l'on  transforme  homographiquement  une  surface  S, 
les  transformées  des  asymptotiques  de  S  sont  les  asym- 
ptotiques  de  la  surface  transformée  S,. 

Quand  une  transformation  homographique,  dépendant 
d'un  paramètre  arbitraire,  change  en  elle-même  une  sur- 
face S,  les  transformées  d'une  asymptotique  sont  encore 
des  asymptotiques  de  S.  L'équation  des  asymptotiques 
s'intègre  par  quadrature. 

Considérons,  toutes  les  transformations  obtenues  en 
combinant  un  déplacement  dans  l'espace  avec  une  trans- 
formation homothétique  :  quand  une  telle  transformation 
(dépendant  d'une  constante  arbitraire)  change  en  elle- 
même  une  surface  S,  les  lignes  de  courbure  et  les  lignes 
asymptotiques  de  S  s'obtiennent  par  quadratures. 

Quand  on  rapporte  une  surface  S  à  des  coordonnées 
curvilignes  quelconques  a,  (3,  l'équation  des  lignes  de 
courbure  s'écrit  en  appelant  u,  v,  w  les  cosinus  directeurs 
de  la  normale  (ou  des  quantités  proportionnelles), 


dx  u  du 
dy  v  dv 
dz     w    dw 


=  o. 


d'où  l'égalité 


ou  encore 


g<p-+-g^G;(F,o)=II(F), 
MA?-hB*]=H(F), 


\  désignant  un  multiplicateur  de  (i);  mais  est  aussi  un  multipli- 
cateur. L'expression  — ~  est  donc  un  multiplicateur  de  l'équa- 
tion (1)  qui  s'intègre,  par  suite,  à  l'aide  d'une  quadrature  de  différen- 


tielle totale. 
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Par  exemple,  on  peut  prendre 

Ov  Oz        à  y  dz 

L'équation  des  asymptotiques  est 

[  ùx   ,         ùx   ,,A       dx     dx 


U 


(S** S-»).  1 1 


(£* 


*«).  s  * 


t)a      ()? 


=  o, 


où  Ton  a  fait,  pour  abréger, 


Appliquons  cette  équation  aux  surfaces  réglées 

a?  =  r,(a)-»-Bflr(a),         r=ri(Œ)+P*(a)i  s  =  *i  (*)  +  ?*(«) 

((3  désignant  la  distance  du  point  x,  y,  z  au  point  xiy  yt, 
Zi)]  on  trouve  aussitôt 


dx  —  o        •  et 


af  =  ppi+qp  +  r, 


P,  Q,  R  étant  des  fonctions  de  a.  Les  lignes  a  =  const. 
sont  les  génératrices  rectilignes  de  la  surface;  la  seconde 
famille  d'asymptotiques  dépend  d'une  équation  de  Riccati  ; 
elle  s'obtient  par  quadratures  si  l'on  connaît  une  ligne 
particulière  de  celte  famille. 

Problème  n°  78. 

Lignes  de  courbure  et  Lignes  asymptotiques  de  ta 
surface 


(0 


a?  =  rcosQ,        ^  =  rsinO,         z  =  a8  +  F(r) 
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et  de  la  surface 

(2)       a?  =  rcosQ,        ^=/*sinO,         z  =  a6  -+-  F(r«-*0). 

Cas  particulier  ou  z  est  égal  à  a 6  (hélicoïde  gauche 
à  plan  directeur). 

Définissons  un  point  de  l'espace  par  son  ordonnée  z  et 
par  les  coordonnées  polaires  r,  8  de  sa  projection  sur  le 
plan  xOy.  La  transformation 

/'  =  Xr1,        6  =  6rhw,        z  —  z{-+-  G 

est  la  combinaison  d'une  transformation  homothétique 
r  =  ),r, ,  et  d'un  déplacement  dans  l'espace  6  =  6,  H-  co, 
z  =  zh  H-  G.  Or  la  surface  (î),  qui  a  pour  équation 

z  =  aO-+-F(r) 

se  change  en  elle-même  dans  la  transformation 

(o  désignant  une  constante  arbitraire. 
De  même  la  surface  (2),  ou 

*  =  aO-hF(/-e-*0)) 

se  change  en  elle-même  dans  la  transformation 
r  =  ek(i)  /*!,         0  =  Ô!  -h  a>t         z  —  ^j-Hato. 

Posons  re~A9=p;  pour  la  surface  (1),  k  est  nul  et  p  se 
confond  avec  r.  Soit  Q  =  <p(p)  l'équation  d'une  asympto- 
tique  (ou  d'une  ligne  de  courbure)  ;  l'équation  8-f-o)  =  cD(p) 
définit  encore  une  asymptotique  (ou  une  ligne  de  cour- 
bure). L'équation  des  asymptotiques  et  celle  des  lignes 
de  courbure  doivent  donc  être  de  la  forme 

Pour  le   vérifier,  formons  d'abord  l'équation  des  asym- 
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,/Oe*oi2^(A"eOS°-sin0)  \ 

rfOp[(**  —  i)cosO  —  2*sin0]  \ 

I 


dOe^l 


\  idp(k  sinO  -+-  cosO) 


I 


dOp[(*î  —  i)sinQ-4-2*cosO]  j 

F"<p)</p* 


p  e*b  (A-  cos  8  —  sin  6)      e**  cosB 

p  <?*û(*sinô  -+-  cos6)      «*0  sin8; 
a  F'(p) 


ou  bien,  en  développant  et  divisant  par  c2*9, 

(3)  F'  rf?s—  —  </p  rfO  ■+■  dO*fp(n-^*)F'—  a  ait]  =  o. 

r 

Sachant  que  6  ne  figure  pas  explicitement  dans  l'équa- 
tion, il  était  loisible  d'écrire  le  déterminant  précédent 
en  y  faisant  6  =  o;  on  trouvait  ainsi  l'équation 

aitrfp  «*)  +  ?(**  —  i)dO*    p*     i 
'2  dpdb  ■+■  ?.£p  dO2  p       o 

F'tfp»  a     F' 

d'où  l'équation  (3)  se  déduit  immédiatement. 

Quand  F"  est  nul  (F  =  èp  -f-  c),  la  surface  est  réglée; 
l'équation  (3)  donne  6  =  60  et 


=  o, 


dp 


ia 


p[6(i-+-  A"2)p  —  r».a/i] 

Si  6  est  nul,  la  surface  est  un  hélicoïde  gauche  à  plan  di- 
recteur et  les  asymptotiques  sont  les  courbes  0  =  80  et 
r=  r0  (droites  et  hélices). 

Un  calcul  pénible  vérifierait  de  même  que  6  ne  figure 
pas  dans  le  déterminant  qui  représente  le  premier  membre 
de  l'équation  des  lignes  de  courbure.  Mais  il  nous  suffit 
d'écrire  ce  déterminant  en  y  faisant  6  =  o.  On  a  ici 

^/'^  =      a^OsinS  —  F'pe*9(*sin(M-cosô)=:  u, 

D(p,0) 

®[Z'Zl  =  —  ae^cosô  +  F'pe^CÂrcose  — sin6)=t\ 

D(p>  0) 

P(*..r)=  pe.rt=tr 
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Si  l'on  prend  les  différentielles  totales  de  u,  v,  w  en  fai- 
sant ensuite  6  =  o,  et  si  l'on  fait  de  même  9  =  o  dans  u, 
*>,  w,  ainsi  que  dans 

dx  =  etô  cos6  dp  -+-  pe^°[AcosO  —  sinO]  rfO,         ..., 

l'équation  des  lignes  de  courbure  s'écrit 

dp-hkpdb      —  pF'  (a  —  ipkF')db—  (F'-hPF')rfp 

p</9  pAF'  —  a    (—  ak+p(k*—  i)F')dQ-KF'-4-pF")rfp 

«<tfô-+-F'rfp  p  2^prf8-h'«?p 

Quand  la  surface  est  un  hélicoïde  [Z:  =  o,  F  =  o],  cette 
équation  donne  simplement  rfO2 — rfp2(p2+  a2)  =  o. 
Effectuons  l'intégration;  il  vient,  en  désignant  la  constante 
par  6tt,  

log' — SU: =  ±(0-0o), 

a 
p-f-/p"2H-«-  =  ae^9-^); 
on  en  déduit 

__  p  +  y/pS-4-a*  =  «6=*=  »-0i),     et    p  =  -  Te^0-0»)  —  e=F(9-3o)l  ; 

si  l'on  prend  les  signes  supérieurs,  on  a  les  projections 
des  lignes  du  premier  système;  les  signes  inférieurs  don- 
nent celles  du  second  système.  Toutes  ces  projections 
passent  par  le  pôle,  et  onpeutles  obtenir  en  faisant  tourner 
autour  de  ce  point  la  spirale  unique  ayant  pour  équation 

p=|(cO-c-0). 

La  génératrice  rectiligne  en  un  point  M  de  la  surface 
est  bissectrice  de  l'angle  droit  formé  par  les  deux  lignes 
de  courbures;  en  effet,  les  cosinus  directeurs  de  la 
tangente  en  M  à  une  ligne  quelconque  L  de  la  surface 
sont  égaux  à 

dpcos9 —  psin9d9  dp  sinG  -+-  p  cos  0c?ô  adQ 


—  o. 


v/(p2-ha2)<tf)2H-^p2        t/(p»-t-a*)dQ*H-tfp*        \/(p2-*-a2)û?02-f-tfp* 
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le  cosinus  de  l'angle  de  cette  direction  et  de  la  généra- 
trice 0  =  0o   est  donc  égal  à    ,  et,  si  la 

ligne  L  est  ligne  de  courbure,  cette  dernière  expression* 
a  pour  valeur  --•  L'indicatrice  de  la  surface  est,  d'après 

cela,  une  hyperbole  équilatère  ;  la  surface  est  une  surface 
minima.  Il  est  facile,  d'ailleurs,  de  calculer  la  valeur  des 
rayons  de  courbure  principaux  :  la  normale  en  un  point  M 
de  la  surface,  étant  perpendiculaire  à  la  génératrice  rec-  • 
tiligne  8  =  0o,  se  projette  sur  le  plan  xOy  suivant  la 
perpendiculaire  au  rayon  O/n  (m  désigne  la  projection 
de  M);  elle  est  de  plus  normale  à  l'hélice  r  =  r0  et  fait, 
par  suite,  avec  Oz  un  angle  dont  la  tangente  est  égale 

à  -•  Si  en  deux  points  infiniment  voisins  m,  m!  de  la  pro- 
jection d'une  ligne  de  courbure,  on  mène  les  normales 
aux  rayons  vecteurs  Om,  Om',  elles  se  coupent  en  p  :  la 

do  » 

distance pm  est  égale  à  -^>  et  il  suffit  de  multiplier  par 


— pour  avoir  le  rayon  de  courbure  principal  en  M; 

on  trouve  ainsi  Ki  =  - ,  l\o  =  — — -• 

a  a 


Problème  n°  79. 
Lignes  de  courbure  de  la  surface  S 

A+  a  '  À -h  ix  } 


Cette  surface  S  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe;  les 
quadriques  homofocales  à  S  forment  une  famille  de  sur- 
faces triplement  orthogonales  qui  coupent  S  suivant  ses 
lignes  de  courbure  :  la  relation  entre  X,  jji  qui  définit  une 
ligne  de  courbure  est  donc  algébrique  et  peut  être  obte- 
nue à  l'aide  d'un  calcul  élémentaire. 
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Formons  directement  l'équation  différentielle  des  lignes 
de  courbure.  Nous  avons  ici 

qqg— t) 

(X +  (*)*' 
6(X*-f-r) 


dx 

a(\*-i) 

dx 

d\  ~" 

(X +  [*)'' 

*P 

ày 

6([x»-Hi) 

ày 

dl  ~ 

(X  +  ji)»' 

dix 

dz 

2C  JJL 

dz 

d\  ~ 

(Xh-h)2' 

dp 

(A  +  jiy 

—  2CX 


=  o. 


(X-+-H-)2 
Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  sont  proportionnels  à 

6c(i-hX[jl),         ac(i  —  XfA),        a£>(X —  fi), 

Prenons  donc  ces  trois  quantités  pour  valeurs  de  w,  p,  w 
et  écrivons  l'équation  des  lignes  de  courbure 

a(jjt5  —  i)rfX  -4-a(X2  —  i)dyi      6c(t-+-Xjx)       bc(\  cfyn-|jt  cfk) 
—  è(jji2-f-i)rfX  —  6(X2-i-i)û?{x    ca(i—  Xp.)     —ca(X  rfjji -h  p.  eA) 
2c(jx<iX — Xrfjjt)  a6(X —  jjl)  ab(dk  —  d\x) 

Pour  développer  ce  déterminant,  on  peut  remplacer  la 
première  ligne  par  la  ligne  obtenue  en  multipliant  les 
éléments  de  la  première  et  de  la  seconde  par  a  et  b  et 
faisant  la  somme  ;  dans  le  nouveau  déterminant,  la  pre- 
mière ligne  est 

[(a«_6i)pî_(a«H- &»)]<& +  [(«*--  b*)]l*-(a*+b*)]dp,     abc,    o. 

Un  calcul  tout  élémentaire  montre  alors  que'  l'équation 
précédente  s'écrit  (en  divisant  par  abc  qui  entre  en  fac- 
teur) 

si  l'on  pose 

F(£)=a2(É;2_  i)«h-  62(£2_  r)2_+.4c2^2# 

Cette  équation  est  une  équation  d'Euler,  c'est-à-dire 
une  équation  de  la  forme 

dk  d\i 
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P4  désignant  un  polynôme  du  quatrième  degré.  D'après 
ce  qui  précède,  l'intégrale  de  cette  équation  est  algé- 
brique; c'est  là  un  résultat  bien  connu  qui  joue  un  rôle 
fondamental  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Problème  n°  80. 

Lignes  de  courbure  de  la  surface  enveloppe  du  plan 
mobile  à  deux  paramètres 


T-   V  '•'  -i- 


On  montrera  que  les  deux  familles  de  lignes  de  cour- 
bure sont  planes  et  l'on  déterminera  <p(*>),  de  façon 
que  les  plans  des  courbes  de  l'une  des  familles  passent 
par  une  droite  fixe. 

Les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  de  la  surface  sont 
données  par  les  égalités 


—  u 


^T+-  u*  —  p* 


—  V 


(i)  y=-==^ -<?'("), 

Ces  égalités  s'écrivent  encore,  en  appelant  a,  (3,  y  les  co- 
sinus directeurs  de  la  demi-normale  qui  fait  avec  Os  un 
angle  aigu 

(2)      x  =  at         y+o'(ç)=$,         Z—[o(ç)—  t><p'(p)]=Y. 

Si  l'on  coupe  la  surface  par  un  plan  x  =  x0  le  long  de 
la  section,  on  a  o.  =  jl0.  Le  plan  coupe  doue  la  surface 
sous  un  angle  constant;  les  courbes  planes  x  =  x0  for- 
ment une  première  famille  de  lignes  de  courbure. 

D'autre  part,  les  équations  (2)  nous  montrent  que,  le 
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long  d'une  ligne  v  =  ^o>  'es  normales  passent  par  le  point 
fixe  P, 

Les  lignes  *>  =  e0  sont  donc  des  lignes  de  courbure  de  S  ; 
de  plus,  chacune  d'elles  est  sur  une  sphère  de  centre  P  et  de 
rayon  égal  à  l'unité.  Enfin,  en  éliminant  u,  c'est-à-dire 

^i  +  m2+^2  entre  les  deux  dernières  équations  (i),  on 
voit  qu'elle  est  aussi  contenue  dans  le  plan 

La  seconde  famille  est  donc  une  famille  de  cercles  dont 
Jes  plans  sont  tous  parallèles  à  l'axe  Ox.  Si  ces  plans  pas- 
sent par  une  droite  fixe,  cette  droite  est  nécessairement 
parallèle  à  Ox  (autrement  les  plans  coïncideraient  avec 
un  plan  fixe);  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit 
qu'on  ait 

vc -+-  b -4-  cp' (p) (i -4-  e2)  —  (><p((>)  =  o, 

b  et  c  étant  deux  constantes  (coordonnées  du  pied  de  la 
droite  fixe  dans  le  plan^O*);  autrement  dit,  cp  doit  véri- 
fier l'équation  différentielle 

,  __       t>  cv-\-  b 

équation  linéaire  qui  s'intègre  d'après  la  méthode  clas- 
sique ;  on  pose  cp  =  y/i  4-  v2ty,  et  Ton  trouve 

if/   \       —  (cp-h  b) 

<K(«0  =  — - r 

(i-hp»)1 


par  suite 


1  /   \       —  bv  ■+■  c 
+(p)  =«—===■ -4- a, 


et 


ç(p)  =  a^i+P1  —  bv  +  c. 
T.  —  Ree.  28 
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Problème  n°  81. 
Lignes  asymptotiques  de  la  surface 

x -- v — ±u  — c   M,        y  =  cv-"t         z  =  cu — v. 

Si  l'on  change  t>  en  r,  -f-  c,  on  a 

x  =  xl+c,        y=ze*yu         z  —  zx  —  cy 

transformation  homographique  qui  conserve  la  surface. 
Les  asymptotiques  doivent  donc  être  données  par  une 
quadrature  de  la  forme  dv  =  duF(u). 

Formons  l'équation  des  asymptotiques.  Il  vient 

—  e-udu~  -2-fr"        i      I 

e^-u\du*—idudv  -h  dv*)       —  <."'-"*       ev  H  j  =  o. 
eudu-  eu  —  i   | 

ou  bien  [en  divisant  par  e^~u)(i  —  eu —  e~u)  qui  est  en. 
facteur] 

t. du  dv  —  dv*  =  o,         c'est-à-dire     v  =  v0    et    t>  =  i  u  -+-  a. 

Telles  sont  les  deux  familles  d'asymptotiques.  Les 
asymptotiques  v  =  v0  se  projettent  sur  le  plan  des  yz  sui- 
vant une  famille  d'hyperboles,  à  savoir  les  hyperboles 

Les  asymptotiques  v  =  2  u  -+-  a  se  projettent  sur  le  plan 
des  xy  suivant  la  famille  d'hyperboles 

xy —  ay  +  ea=o. 

Problème  n°  82. 

Lignes  de  courbure  des  surfaces  normales  à  une 
famille  de  plans  P  qui  enveloppent  un  cylindre  (sur- 
faces moulures),  ou  à  une  famille  de  plans  qui  enve- 
loppent un  cône. 


I 
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Soit  S  une  de  ces  surfaces;  les  sections  C  de  S  par  les 
plans  P  forment  une  famille  de  lignes  de  courbures.  Les 
trajectoires  orthogonales  G'  des  courbes  G  constituent  la 
seconde  famille.  Or  les  courbes  C'  sont  normales  à  la  fois 
en  un  de  leurs  points  M  à  la  tangente  en  M  à  C  et  à  la  nor- 
male à  la  surface  droite  du  plan  P;  les  courbes  C  sont 
donc  des  trajectoires  orthogonales  de  la  famille  de  plans 
P  {voir  le  problème  n°  76),  et,  comme  les  plans  P  sont  pa- 
rallèles à  une  droite  fixe  Oz,  les  courbes  C  sont  planes  et 
leur  plan  est  perpendiculaire  à  Oz.  Les  lignes  de  courbure 
d'une  surface  S  donnée  sont  donc  ses  intersections  par  les 
plans  P  d'une  part,  et  par  les  plans  parallèles  à  xOy 
d'autre  part. 

Considérons  les  projections  C*  des  courbes  G  sur  le 
plan  xOy;  les  courbes  C"  sont  orthogonales  aux  traces 
des  plans  P  sur  x  Oy,  c'est-à-dire  aux  droites  qui  enve- 
loppent la  section  droite  du  cylindre;  les  courbes  C"  sont 
donc  des  développantes  de  cette  section  droite.  Inverse- 
ment d'ailleurs,  toute  développante  d'une  section  droite 
quelconque  du  cylindre  est  une  trajectoire  orthogonale  G 
des  plans  P. 

On  connaît  donc,  à  l'aide  d'une  simple  quadrature  (à 
savoir  la  ^quadrature  qui  donne  l'arc  de  la  section 
droite  du  cylindre),  les  trajectoires  orthogonales  G  des 
plans  P.cCette  même  quadrature  permet  d'ailleurs  d'ob- 
tenir toutes  les  surfaces  S  en  question  :  il  suffit  de  prendre 
une  surface  quelconque  engendrée  par  Jes  trajectoires  G. 

Quand  les  plans  P  enveloppent  un  cône  de  sommet  O, 
une  trajectoire  C  orthogonale  aux  sections  planes  C  de  S 
est  normale,  en  chacun  de  ses  points  M,  à  la  droite  OMj 
elle  est  donc  située  sur  une  sphère  S  de  centre  O.  Les 
lignes  de  courbure  d'une  telle  surface  S  donnée  sont  donc 
ses  intersections  par  les  plans  P  d'une  part,  et  les  sphères 
de  centre  O  d'autre  part. 

28. 
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Chaque  courbe  C;  est  orthogonale  aux  plans  P  ;  par 
suite,  elle  est  normale  aux  grands  cercles  de  2  qui  enve- 
loppent la  section  Y  du  cône  par  la  sphère  2;  c'est  une 
développante  spherique  (  •  )  de  la  courbe  I\  Il  suffit  donc, 
pour  déterminer  les  trajectoires  orthogonales  des  plans  P, 
de  calculer  les  développantes  sphériques  c'  de  la  courbe  y, 
intersection  du  cône  donné  avec  la  sphère  de  rayon  i 
et  de  centre  O,  puis  de  prendre  leurs  homothétiques  par 
rapport  au  point  O.  Ce  calcul  n'exige  qu'une  quadrature, 
à  savoir  la  quadrature  qui  donne  l'arc  de  y.  Toutes  les  sur- 
faces S  s'obtiennent  en  engendrant  une  surface  à  l'aide 
d'une  famille  de  courbes  C. 

La  section  de  S  par  un  des  plans  P  est,  dans  les  deux 
cas,  une  figure  invariable,  ainsi  qu'on  l'a  montré  dans 
le  problème  n°  76. 

Problème  n°  83. 

Surfaces  normales  à  une  famille  de  plans  P  ou 
engendrées  par  des  trajectoires  orthogonales  à  une 
famille  de  plans  {surface  de  Monge). 

Une  première  famille  de  lignes  de  courbure  se  compose 
des  sections  C  de  S  par  les  plans  P.  La  seconde  famille 
comprend  les  trajectoires  orthogonales  aux  courbes  C. 
Ces  trajectoires  sont  normales  en  chaque  point  M  au 
plan  P  qui  passe  par  ce  point;  elles  sont  donc  aussi  tra- 
jectoires orthogonales  du  faisceau  P.  Inversement,  toute 
surface  S  formée  de  trajectoires  orthogonales  du  faisceau  P 
est  orthogonale  au  plan  à  ce  faisceau.  Enfin,  les  sections  C 


(*)  Étant  donnée  une  courbe  spherique  y,  dont  l'arc  compté  à  partir 
d'un  point  P  est  a,  ses  développantes  sphériques  s'obtiennent  en  me- 
nant en  chaque  point  M  de  y  le  grand  cercle  de  la  sphère  tangent  à  y, 
et  en  prenant  sur  ce  grand  cercle  un  arc  MM,  de  longueur  /,  telle  que 
la  somme  a -h  /  soit  constante.  Le  lieu  des  points  M,  est  normal,  en 
chaque  point,  au  grand  cercle  MM,;  c'est  une  développante  spherique 
dey. 
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d'une  surface  S  par  les  plans  P  sont  de  forme  invariable. 
Ces  propositions  ont  été  établies  dans  le  problème  n°  76.  Les 
surfaces  de  Monge  sont  donc  engendrées  par  une  courbe 
plane  invariable  C  qui  se  déplace  de  façon  que  les  vitesses 
de  ses  points  soient  normales  à  son  plan.  Inversement, 
toute  .surface  qui  admet  un  tel  mode  de  génération  est 
coupée  orthogonalement  par  le  plan  P  de  G  ;  car  la  nor- 
male en  un  point  M  à  la  surface  est  normale  à  la  fois  à  la 
tangente  en  M  de  la  courbe  C  et  à  la  vitesse  de  déplace- 
ment du  point  M  de  C;  elle  est  donc  contenue  dans  le  • 
plan  P. 

De  plus,  les  trajectoires  des  différents  points  de  la 
courbe  invariable  C  sont  orthogonales  aux  plans  P  (Pro- 
blème n°  76).  Les  lignes  de  courbure  d'une  surface  S  don- 
née sont  donc  ses  intersections  C  par  les  plans  P  et  les  tra- 
jectoires des  différents  points  de  la  courbe  invariable  C. 

Une  difficulté  se  présente  toutefois  quand  la  courbe  so- 
lide plane  C  peut  être  déplacée  d'une  façon  continue  sans 
cesser  de  coïncider  géométriquement  avec  elle-même,  autre- 
ment dit  quand  G  est  une  droite  ou  un  cercle.  Étant  don- 
nées deux  positions  de  G,  soit  G  et  C',  et  un  point  M  sur  G, 
on  peut,  dans  ce  cas,  amener  C  à  coïncider  avec  C'  de  fa- 
çon que  M  coïncide  avec  un  point  arbitraire  M7  de  G';  mais 
la  trajectoire  MM'  du  point  M  une  fois  fixée,  celle  d'un 
point  M,  quelconque  de  C  l'est  elle-même,  et  s'obtient  en 
portant,  à  partir  de  M',  le  long  de  C',  un  arc  M' M',  con- 
stamment égal  à  MM|.  D'après  cela,  la  seconde  famille  de 
lignes  de  courbure  peut  toujours  s'obtenir  à  l'aide  d'une 
quadrature;  en  effet,  rapportons  un  point  de  la  surface  S 
à  deux  coordonnées  curvilignes  a,  (3,  en  choisissant,  comme 
coordonnée  (3,  l'arc  de  G  compté  à  partir  d'une  certaine 
ligne  de  S;  si  p  =  <p(a)  est  une  des  trajectoires  orthogo- 
nales G'  des  courbes  G,  toutes  les  autres  s'obtiennent  en 
augmentant  cp  d'une  constante;  les  courbes  G'  sont  donc 
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données  par  une  équation  différentielle  de  la  forme 


c'est-à-dire  par  une  quadrature. 

Quand  la  courbe  C  est  un  cercle,  la  surface  S  est  l'en- 
veloppe d'une  sphère  de  rayon  constant,  dépendant  d'un 
paramètre,  à  savoir  la  sphère  dont  C  est  un  grand  cercle. 
La  surface  est  dite  surface-canal. 

Quand  la  courbe  C  est  une  droite,  le  plan  tangent  le 
long  de  la  droite  est  normal  au  plan  V;  la  surface  est  une 
développable.  D'après  un  théorème  classique,  la  recherche 
des  lignes  de  courbure  d'une  développable  n'exige,  en  effet, 
qu'une  quadrature. 

Cette  quadrature  peut  d'ailleurs,  dans  certains  cas,  s'ef- 
fectuer algébriquement.  C'est  ce  qui  arrive  pour  les  exem- 
ples particuliers  traités  dans  le  problème  précédent. 

Si  l'on  applique  aux  surfaces  de  Monge  la  transformation 
par  rayons  vecteurs  réciproques,  on  arrive  à  ce  théorème  : 
Quand  une  surface  donnée  S  coupe  orthogonalement 
un  faisceau  de  sphères  passant  par  un  point  fixe,  les 
lignes  de  courbure  de  S  s'obtiennent  sans  intégration  ; 
toutefois,  quand  les  intersections  de  S  et  des  sphères 
sont  circulaires,  la  détermination  de  la  seconde  famille 
des  lignes  de  courbure  dépend  d'une  quadrature. 
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EXERCICES  SUR  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS, 


Problème  n°  1. 

RAPPEL    DES    DÉFINITIONS    RELATIVES    AUX    FONCTIONS 

ANALYTIQUES. 

Fonctions  uniformes.  —  Soit  P(x,y)  -+-  iQ(x,y)  une 
expression  uni/orme  dans  une  aire  A  du  plan  xOy^ 
c'est-à-dire  une  expression  telle  que  Pet  Q  n'aient  qu'une 
détermination  en  un  point  quelconque  (x,y)  de  A.  Admet- 
tons, de  plus,  que  les  fonctions  P  et  Q  soient  continues 
et  admettent  des  dérivées  premières  continues,  sauf  en 
des  points  exceptionnels  de  l'aire  A.  On  dit  que  l'expres- 
sion P  +  ïQ  définit  une  fonction  analytique  uniforme 
F(*)  de  la  variable  complexe  z  =  x-\-iy,  si  P-j-iQ 
admet  une  dérivée  par  rapport  à  z,  autrement  dit  si  l'on  a 
identiquement 

OP  __  àQ  #P  _  __  àq 

Sx  ~~~  Oy  '  dy  ~"       àx 

Les  points  exceptionnels  de  A,  pour  lesquels  les  condi- 
tions précédentes  ne  sont  pas  toutes  remplies,  sont  dits 
points  singuliers  de  la  fonction  F(z).  Quand  de  tels 
points  n'existent  pas,  la  fonction  F(s)  est  dite  holo- 
morphe  à  l'intérieur  de  A. 

L'intégrale  f¥(z)dz}  étendue  à  un  contour  fermé  à 
l'intérieur  duquel  la  fonction  F  est  holomorphe,  est  nulle 
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{théorème  fondamental  de  Cauchy).  Toute  fonction 
holomorphe  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  centre  z0  est  dé- 
veloppable  dans  ce  cercle  en  série  de  Taylor 

La„(s  —  z0)n. 

Un  point  singulier  M0  ou  z0  de  F(z)  est  dit  isolé  si 
l'on  peut  décrire,  de  M0  comme  centre,  un  cercle  c  de 
rayon  assez  petit  pour  qu'à  l'intérieur  de  c  il  n'existe 
d'autre  point  singulier  de  F  que  M0.  Tout  point  singulier 
isolé  z0  d'une  fonction  uniforme  F(z)  est  un  pâle  ou  un 

point  essentiel,  suivant  que  F       tend  ou  non  vers  zéro, 

quand  z  tend  vers  zéro  d'une  façon  quelconque  :  à  l'in- 
térieur d'un  certain  cercle  de  centre  z0  la  fonction  F(z) 
est  développable  en  une  série  de  Laurent  procédant 
suivant  les  puissances  croissantes  et  décroissantes  de 
z  —  z0.  Quand  z0  est  un  pôle,  le  développement  suivant  les 

puissances  négatives  s'arrête  après  un  terme  en  - — — — — , 

la  fonction  (z  —  z0)nF(z)  est  holomorphe  pour  z  =  z0  et 
l'entier  n  est  V ordre  du  pôle.  Quand  z0  est  un  point  essen- 
tiel, les  puissances  négatives  croissent  au  delà  de  toute 
limite;  la  fonction  F(z)  est  complètement  indéterminée 
dans  le  voisinage  de  z  =  z0* 

Le  résidu  d'un  point  singulier  isolé  M0  est,  par  défini- 
tion, l'intégrale  définie -4—  /  F(z)dz,  prise  dans  le  sens 

direct,  c  désignant  un  cercle  de  rayon  très  petit  et  de 
centre  z0. 

Le  résidu   est  encore  égal  au   coefficient  du  terme 

en dans  la  série  de  Laurent  relative  au  point  z0. 

Quand  z0  est  un  pôle  d'ordre  n,  le  résidu  est  donné  par 
l'expression 
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au  contraire,  quand  z0  est  un  point  essentiel,  il  est,  en 
général,  impossible  de  calculer  son  résidu  à  l'aide  d'opé- 
rations élémentaires. 

Lorsqu'un  contour  fermé  C  contient  à  son  intérieur 
plusieurs  points  singuliers  M, ,  . . . ,  Mp,  l'intégrale 


-i-  fF(z)dz< 


est  égale  à  la  somme  des  résidus  de  M,,  . . . ,  Mp. 

Si  l'aire  A  est  l'aire  extérieure  à  un  contour  fermé,  la 

transformation  z  = ramène  ce  cas  au  cas  d'une  aire 

Ç  —  a 

intérieure  à  un  contour  fermé.  Le  point  £  =  oo  est  dit 
point  singulier  isolé  de  la  fonction  F  (s),  si  à  l'extérieur 
d'un  cercle  G  de  centre  O  et  de  rayon  suffisamment  grand, 
il  n'existe  aucun  point  singulier  de  F  à  distance  finie  :  le 
résidu  du  point  z  =  co  est  alors  égal,  par  définition,  à 

l'intégrale  — —  f  F(z)dz  prise  dans  le  sens  inverse,  ou, 

21TZ  Jç 

si  l'on  veut  encore,  au  résidu  pour  Ç  =  o  de  la  fonction 

-£f,(o,      [ç=I,       f.«)-f(I)]. 

Fonctions  multiformes.  —  Quand  l'expression 

est  multiforme  dans  l'aire  A,  c'est-à-dire  admet  dans  cette 
aire  plus  d'une  détermination,  on  dit  qu'elle  définit  une 
fonction  analytique  multiforme  de  s,  soit  F(z),  si  ses 
diverses  branches  sont  autant  de  fonctions  holomorphes 
de  z,  sauf  pour  des  points  exceptionnels  de  A. 

Considérons  tous  les  points  de  A  pour  lesquels  deux 
déterminations  de  F(z)  coïncident  ou  qui  sont  points  de 
discontinuité  pour  une  détermination  au  moins  de  F  (s)  ou 
de  sa  dérivée.  Bornons-nous  au  cas  où  ces  points  sont  des 
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points  isolés  M/.  Si,  parlant  d'un  point  M0  très  voisin 
de  M/  avec  une  certaine  détermination  de  F (z ),  on  revient 
au  point  M0  (après  avoir  tourné  autour  de  M,)  avec  une 
valeur  différente  de  F(s),  on  dit  que  M/  est  un  point  cri- 
tique de  F(s).  Si,  au  contraire,  quelle  que  soit  la  déter- 
mination initiale  de  F  (s),  on  revient  au  point  M0  avec  la 
même  valeur  de  F,  cm  dit  que  les  différentes  détermina- 
tions de  F(z)  sont  uniformes  dans  le  domaine  du  point  M/; 
dans  ce  dernier  cas,  quand  M/  est  une  discontinuité  pour 
une  branche  F, (z)  de  F(s),  M/  est  un  pôle  ou  un  point 
essentiel  de  Ft(z). 

On  dit  que  les  différentes  branches  de  F(*)  sont  uni- 
formes à  l'intérieur  de  Vaire  A,  si  tout  chemin  fermé 
décrit  à  l'intérieur  de  A  ramène  au  point  de  départ  avec 
la  même  détermination  de  F(s),  et  cela  quelle  que  soit  la 
détermination  initiale  choisie  pour  F  (3).  Quand  l'aire  A  est 
l'aire  intérieure  à  un  contour  fermé  simple,  pour  que  les 
branches  de  F(s)  soient  uniformes  dans  A,  il  faut  et 
il  suffît  qu'il  n'existe  aucun  point  critique  à  l'intérieur 
de  A. 

On  dit  que  £=oo  est  ou  n'est  pas  un  point  critique 
de  F(^)  quand  £  =  o  est  ou  n'est  pas  un  point  critique  de 

la  fonction  Ff-  )•   Pour  que  5  =  00  ne  soit  pas  un  point 

critique  de  F(^),  il  faut  et  il  suffit  que  dans  l'aire  A,  exté- 
rieure à  un  cercle  de  centre  O  et  de  rajon  suffisamment 
grand,  les  branches  de  F(z)  soient  uniformes.  Par  exemple, 
z  =  co  est  un  point  critique  de  log  z  et  n'est  pas  un  point 

critique  de  log  " 

Quand,  décrivant  un  contour  fermé  (')  C  à  partir  d'un 
point  quelconque  M0  de  G,  on  revient  au  point  M0  avec 


(*)  On  suppose  que  ce  contour  ne  passe  par  aucun  point  singulier 
deF(«). 
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la   même  valeur  de  F(z),   l'intégrale    /  F(z)dz  (prise 

dans  le  sens  direct)  a  une  valeur  déterminée,  indépen- 
dante du  point  de  départ  M0.  Elle  dépend,  au  contraire, 
du  point  de  départ  quand  on  revient  au  point  M0  avec  une 
autre  valeur  de  F(z);  mais  si,  gardant  toujours  le  même 
point  de  départ  M0,  on  déforme  le  contour  C  sans  renconr 

trer  aucune  singularité  de  F(z),  l'intégrale   /  F(z)dz  ne 

change  pas  de  valeur. 

Remarque.  —  Une  remarque  souvent  utile  est  la  sui- 
vante :  soit  M/  un  point  singulier  de  F (z),  et  c  ou  M0M, 
un  arc  de  cercle  décrit  de  M,-  comme  centre  et  dont  on  fait 
tendre  le  rayon  r  vers  zéro.  Considérons  l'intégrale 

J=   f     F(z)dz, 

Ft(z)  désignant  une  certaine  détermination  de  F(s),  et 
supposons  que  la  fonction  (z  —  zf)  FK  (z)  tende  vers  zéro 
avec  z  —  Zi\  l'intégrale  j  tend  vers  zéro  avec  r.  Il  suffit, 
pour  le  voir,  de  poser  z  =  pel9;  on  a  \j  \j  <  2  tu  A,  A  dési- 
gnant le  module  maximum  le  long  de  c  de  {z  —  zï)  F{  (3), 
module  qui  tend  vers  zéro  avec  r.  Cette  remarque  s'ap- 
plique si  FK  (z)  est  infini  d'ordre  a<^i  pour  z  =  5/.  De 
même,  soit  F  (s)  =  logz,  et  soit  c  un  arc  de  cercle  décrit 
du  point  O  comme  centre  dans  le  quadrant  positif  xOy] 
partons  .du  point  réel  de  c  avec  la  valeur  réelle  de  log  r  et 

considérons  l'intégrale    /  \o%zdz\   cette  intégrale   tend 

vers  zéro  avec  r. 
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Problème  n°  2. 


Montrer  que  V intégrale  définie 


C    sma: 
/         x 


dx 


est  égale  à  - 


Posons  z  =  x  -h  iy,  et  considérons  la  fonction  com- 
plexe 


eiz 

z 


Menons  dans  le  plan  des  xy  (fig.  66)  une  parallèle  13' A' 


A   a> 


à  0#,  située  au-dessus  de  Ox  à  une  distance  R  de  cet  axe 
qui  soit  très  grande  ;  menons  de  même  deux  parallèles  AA/, 
BB'  à  l'axe  des  y,  situées  à  la  distance  R  de  cet  axe;  enfin 
traçons  un  demi-cercle  acb  de  centre  O  et  de  rayon  r  très 
petit.  La  fonction  F(z)  est  holomorphe  à  l'intérieur  du 
contour  (aAA'B'Bèca)  ainsi  défini,  et  le  théorème  de 
Cauchy  appliqué  à  ce  contour  donne 


i 


R 


COS37-H  ismx 

x 


efR  e~y  i  dy 


*^R 


eixe~*  dx 

X -¥  l'K 


'     — ô — ~  ■+■  / ■ *-  /     —  dz  =  o, 
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Quand  on  fait  croître  R  indéfiniment,  les  trois  inté- 
grales étendues  aux  côtés  AA',  A'B',  B'B  tendent  vers 
zéro  :  en  effet,  l'intégrale 


r    ne<*e-*da 
JK         x-^-iK 


est  moindre,  en  module,  que  l'intégrale 

R 


-s  :$• 


«-'— R 


c'est-à-dire  moindre  que  ae~R;  d'autre  part,  l'intégrale 

^e^e-ridy 


C    — 


est  moindre  en  module  que 

donc  moindre  que  5  >  et,  pour  la  même  raison,  l'intégrale 

étendue  à  B'B  tend  vers  zéro  avec  ~  • 

Calculons  maintenant  la  limite  vers  laquelle  tend  l'in- 
tégrale étendue  à  bca  quand  r  tend  vers  zéro  ;  nous  avons 

eiz  =  1  -+-  z  a, 

a  restant  fini  quand  z  tend  vers  zéro;  l'intégrale  étendue 
à  bca  peut  donc  s'écrire 

Jl h  /     a  dzy 
bca  Z         Jb 

et  la  dernière  partie  tend  vers  zéro  avec  /•;  quant  à  la  pre- 
mière partie,  si  l'on  pose  z  =  re^9  on  voit  qu'elle  est  égale 

à    /    i  r/0,  c'est-à-dire  à  —  nz. 
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Enfin  la  somme  des  deux  intégrales  relatives  aux  côtés 
a  A  et  Bè,  se  réduit  (les  parties  réelles  se  détruisant)  à 

l'intégrale 

/.h  . 
dx,  * 
x 


En  définitive,  l'égalité  (i)  est  de  la  forme 

(i)  il   I      <Ar  =  nr-f-e, 

e  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  r  et  -g  •  Cette  éga- 
lité montre  d'abord  que  l'intégrale 

it  . 


r    sin/ 


tend  vers  une  limite  quand  r  et  R  tendent,  le  premier  vers 
zéro,  le  second  vers  4-oo,  ensuite  que  cette  limite  est  égale 


à  -•  On  a  donc  bien 

2 


'"  sinj*   ,         ic 
dx  =  -  • 


Problème  n°  3. 
Montrer  que  les  valeurs  des  deux  intégrales  définies 

—  e~x 


dx 
J  x 

et 


/cosa?  — 


s. 


cosar'H- sm.r* — i    , 

dx 

x1 


sont  nulles. 

Pour  calculer  la  première  intégrale,  partons  encore  de 
la  fonction 

g/S 

Z 
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et  considérons,  dans  le  plan  des  xy  {fig*  67),  un  carré 
OA  A'B,  de  côté  R,  construit  sur  O x  et  Oy  ;  traçons  de  plus, 
du  point  O  comme  centre,  avec  un  rayon  très  petit  r,  un 
arc  de  cercle  ab  dans  le  quadrant  xOy.  La  fonction  F  (3) 
est  holomorphe  à  l'intérieur  du  contour  aAA'B&a, 
auquel  on  peut  appliquer  le  théorème  de  Cauchy.  Si  l'on 
observe  que  les  intégrales  étendues  à  AA'  et  à  A'B  tendent 

Fig.  67. 


0        a/ 


vers  zéro  avec  ~  (Problème  2),  et  que  l'intégrale  étendue 


.  ir 


à  ba  tend  vers  —  i  -  quand  /•  tend  vers  zéro,  il  vient 


x 


R 


cosa?-+-  1  sma? 
x 


L 


r 


e-r 


.    4b 


rfx+  |     ^—  dy  =  t"+6, 

vu    y  a 


e  tendant  vers  zéro  avec  r  et  —>  ou  bien 

SX 


r  =  o 


lim  pour  ..  de 

r        R=-4-oo 


/ 


K 


COStf* 


»— x 


X 
R 


dx  =  o, 


..  r  =  o       ,  r    sina?   .         it 

lim  poar  ~  de       / dx  =  - 

R  =  oo  J         a?  2 


On  arrive  ainsi  à  la  première  égalité  qu'il  s'agit  de  démon- 
trer en  même  temps  qu'à  celle  du  problème  2  : 

JT*  cosa?—  e-ar  ,                       /**  sina?       tz 
dx  =  o,  I      =  -• 
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Pour  calculer  La  seconde  intégrale 

JÇm  cos(a?*)-+-  sin(j7l) —  i    , 

on  part  de  la  fonction 

Cette  fonction  est  holomorphe  à  l'origine,  d'après  le  dé- 
veloppement de  eiz\  Appliquons  le  théorème  de  Cauchy 

au  carré  OAA'BA.  L'intégrale   /  F(z)dz,  étendue  à  AA', 
tend  vers  zéro  avec  ^->  car  cette  intégrale 


est  moindre  en  module  que  l'intégrale 

,R 


1  &dy' 


donc  moindre   que-rr-  L'intégrale  étendue  à  A'B,  c'est- 
à-dire 

est  aussi  moindre  en  module  que  g*  On  a  donc 

cos^-h  isina?* — i 


o  =  lim  pour  R  =  oo     de       / 


0 

,0 


-4-  lim  pour  R  =  oc     de       /     — - ■—- i  dy, 

ou  bien 

/"cos^-i-sinar* — i   , 
j eto  =  o  C.Q.F.D 
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Problème  n°  4. 
La  constante  d'Euler  C  est  définie  par  V  intégrale 


JQ     \i-hx       6     /    x* 
montrer  qu'elle  est  aussi  égale  à  V intégrale 

I     I r  —  cosa?)  dx. 

Partons  de  la  fonction 

F(.-)=l(.-i-   _«■-,). 

Z  \  l  -+-  z  I 

Cette  fonction  est  holomorphe  à  l'origine,  car e~z 

est  développable  suivant  les  puissances  de  z  et  contient  z 
en  facteur.  Appliquons  le  théorème  deCauchy  au  contour 
OAA'BO  du  problème  précédent. 

Quand  R  croît  indéfiniment,  l'intégrale  étendue  à  AA', 

f    5-L-     ( ÏT = e  *e-iy)idy, 

J0     R-hiy\i-hR  +  iy  ]      Ji 

tend  vers  zéro,  car  elle  est  moindre  en  module  que 


A(r.— )*• 


c'est-à-dire    que  ^  -f-  c~~" .  De  même,  l'intégrale  étendue 
àA'B, 

f   - rrr  ( ! r^r  —  e-*c-K  )  dx 

JR    l-\-x-+-  iR  \i-h-x  -*-  *Il  / 

est  moindre  en  module  que 

T.  —  Bec.  29 
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donc  moindre  que??»  et  tend  vers  zéro  avec-r—  D'après 
cela,  on  peut  écrire 


n  v    .  ,,o  . 


f    ( -'-  -  e  A  *î  +  fi—'-  -  e-iA  &  =  ^ 

e  tendant  vers  zéro  quand  R  tend  vers  -î-  oo.  La  première 

intégrale  est  réelle  et  a  pour  limite  la  constante  d'Euler  C; 
de  là  les  deux  égalités 

c=r(-i--c-*)^=n-^-cos*)^ 

/•"  /     a?  .      \  dx 

I     ( .  —  s11*37  )  —  =o« 


r    sinj   .           r       dx  ,  ic 

/      rfjr  —  /      .  =(arctanga?);—  - 


La  première  est  l'égalité  à  démontrer;  la  seconde  donne 

dx 

».  o  -  •   0 

égalité  déjà  établie. 

Problème  n°  5. 
Montrer  que  les  intégrales 

I      c.osx*  dx,  f      9>\nxtdx 

1         /  7C 

sont  égales  à  -  if  -  • 

Partons  de  la  fonction  F(z)  =  e~**,  et  considérons  dans 
le  plan  des  xy  (fig.  68)  le  contour  formé  par  le  segment 
OA  =  R  de  Taxe  des  x,  un  segment  AB  parallèle  à  Oy, 
et  la  bissectrice  BO  de  l'angle  xOy.  Le  théorème  de  Cau- 
chy  donne 

f   e-*'dx-±-f   e-w->*ie--*t*yidjr+  f    e-*?'  ll±i>  dp  =  o. 
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Quand  R  croît  indéfiniment,  l'intégrale  étendue  au  côté 
AB  tend  vers  zéro.  Le  module  de  cette  intégrale  est 
moindre,  en  effet,  que 

j  =  I     e-w-y'-)  dy  ; 

pour  étudier  cette  dernière  intégrale,  posons 

LoçR 
a-— £-,  r=R  — a, 

et   décomposons    l'intervalle    o'    ^R    en    deux     parties 
C    ^r  et  r'    ^R.  On  a 


le  coefficient  de  dy  est  moindre  que  l'unité  dans  ces  inté- 


Fig.  68. 


y 


B 


A  a> 


grales  :  l'intégrale  j 2  est  donc  moindre  que  R  —  r  ou  a,  et 
tend  vers  zéro  avec  ~  •  Quant  à/<,  on  peut  l'écrire 

y,  =  e-a<3r+a)  f    e~ir*-r*)dy  =  e-*10** e**  f    e-i'^-r*)  dy, 


d'où  l'inégalité 


»,  s  —  ^  —  • 


quand    R  croît  indéfiniment,  a  tend  vers   zéro,  et  par 
suite  j\.  L'intégrale  y  tend  donc  aussi  vers  zéro. 

29. 


402  QUATRIÈME    PARTIE. 

Ceci  posé,  on  peut  écrire 

^R 
lim  pour  R  =  oo     de        /      c--1'9  </.r 


=  lim  pour  I\  =  »     de        /         (cosp1  —  isinp1) — — • 

J  \'i 


ou  bien 

Jr"  r*>  do 

f      e-^dx^j     (cosps-h  sinp*)-jb 
o  Jo  V4* 

et 

-.  °° 

Jf     (cosp*— sinp*)  e/p  =  o; 
o 

l'intégrale    /    e~J'  rf#  est  égale  (voir  p.  207)  à  £  y/rc;  on  ï 
donc 

/cotx*  dx  =  I     sina?*  cfcr  =  -  4/  -         c.Q.F.n, 


Problème  n°  6. 
Calculer  les  intégrales 


,-+■  oe  ^,  -+-  00 


J/*       a?sin/?iar   ,                r       cosmrr   , 
dx  ï         eux. 

où  m  et  a  sont  réels. 

Partons  de  la  fonction  F(z)  =  — -,  et  intégrons-la 

(  fig'Gg)  le  long  du  contour  rectangulaire  (BAA'B'BA), 
où  0A  =  OB  =  AA'=  R.  On  voit,  comme  dans  le  pro- 
blème 2,  que  les  intégrales  étendues  aux  côtés  A  A',  A'B', 
B'B,  tendent  vers  zéro,  quand  R  croît  indéfiniment.  Mais 
ici  la  fonction  F(s)  n'est  pas  holomorplie  à  l'intérieur  du 
rectangle;  elle  y  admet  un  pôle  simple  z=  ai,  dont  le 
résidu  est  donné  par  la  limite,  pour  z  =  ai,  du  produit 
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(z  —  ai)F(z),  limite  qui  est   égale  à 


e-ma 


D'après  le 


théorème  de  Cauchy,  ce  résidu  est  égal  à  l'intégrale 


J%F(z)dz} 


étendue  au  contour  du  rectangle  et  divisée  par  2  in.  On  a 
donc 


2 


x(cosmx-+-tsinmx)  ,  1 

v  J  dx  -+-  e  =  -  e-,na, 


rr*-h  a- 


1 


Fig.   G9. 


A      av 


€  tendant  vers  zéro  avec  yr;  ou  bien  (en  observant  que  la 

c         .       xcosmx         .          .        ^ ,    r         .       xsinmx       .     \ 
fonction  —7— — —  est  impaire  et  la  fonction  — - —  paire } > 

X~    I     d  / 


x2+a* 


1     /*    arsïnntx    ,  1 

-     (       —  dx  -+-  s  =  -  c  -ma 


ou  enfin 


s. 


1 


— zrdx  =  -  e~ma. 

ir2H-  a2  2 


>mzi 


En  intégrant  la  fonction    F(*)  =  — — —  >  le  long  du 
même  contour,  on  trouve  de  même 


1       r+    cosma?-+-  isin 
in  J_n  x*-+-a* 


mx   ,  ,      1  e~ma 

dx -\- t  = î-j 

2     ai 
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e'  tendant  vers  zéro  avec  ^  >  et,  par  suite, 


ou  enfin 


••Lf 


cosma?  .  ,      e~ma 

dx  -+■  e  = 


a?1 -h  a1 


2ûi 


jf 


coswîj   ,         r.e~ma 
dx  =s 


a?- -4- a* 


•2     a 


Problème  n°  7. 


Valeur  de  l'intégrale 


r 


sina: 


i  \  ■» 


a?  (  a?*  -h  a1  ) 


<£r. 


Intégrons  la  fonction 


F(*)  = 


>m/x 


*(**-+- a*  )« 


le  long  du  contour  (aAA'B'Bbca)  introduit  dans  le  pro- 
blème 2.  Les  intégrales  étendues  aux  côtés  AA',  A'B', 
W\l(Jig.  70)  tendent  vers  zéro  quand  R  croît  indéfiniment  ; 

Fig.  70. 


A   x/ 


l'intégrale  /     F  (z)  dz  tend  vers  — i  -^  quand  r  tend  vers 

zéro  I  on  a,  en  effet,  F  =  -  f  -j  -f-  s  A)    •  Enfin,  la  fonc- 
tion F  possède,  à  l'intérieur  du  rectangle,  un  pôle  double 
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z  =  ai:  pour  calculer  le  résidu  de  ce  pôle,  développons 

la  fonction  F4=  — rr.  emiz  suivant  les  puissances  crois 

z(z-hcu)*  r 

santés  de  z  =  ai\  la  dérivée  première  de  F, ,  pour  z  =  ai 

!  —  e-ma  /  ^ 

a  comme  valeur  — ,-——  (  m  -\ — 

Le  théorème  de  Cauchy  conduit  donc  ici  à  l'égalité 

/*"*"     (c<Àsmx  ■+-  i  sin/na?)   ,         .  t  .         e~~ma  (  i\ 

I aa?  —  i he  =  —  atu  x (  ni  •+-  —  ) 

</_R  x{x*  +  a*)*  a*  4«3   V  «/ 

e  tendant  vers  zéro  avec  -5-*  d'où  la  relation 

MX 


-h  00 
1 


JC  siïimx        ,  e        7r  fi   /  \      m         ~] 

'         a?(a?2-+- a2)2  t       a3  |  a  \  /       1         ]' 


ou  encore 


JT      sia/na?<ia?    ,    __     tu  erma  (m        \ 

a?(a?2-ha2)        ~  2a4         2  a3   \  2        a 


Problème  n°  8. 
Établir  V égalité 

s'inxdx  r™  e~axdx 


JÇ     sina?  dx  __/*£" 
0    *+a  ~  X  ~ 


x* 


00  • 


a  étant  un  nombre  réel  et  positif. 

Nous  ne  pouvons  plus  calculer  l'intégrale    /     - 

à  l'aide  du  procédé  précédent,  parce  que  le  coefficient  de 
sinxdx  n'est  pas  une  fonction  impaire. 

Partons   de  la  fonction  F(*)= ,    et  choisissons 

comme    contour     d'intégration    le     périmètre    du    carré 
OAA'BO(y^.  71). 

On  voit,  comme  plus  haut,  que  les  intégrales  /  ¥dz} 


f 56  QUATRIÈME    PARTIE. 

étendues  au*  côtés  A  A'.  A'B,  tcndcnl  vers  zéro  avec  =?>  et 


Fig.  71. 


y 


b: 


A* 


A      a> 


le  théorème  de  Cauchy  s'écrit 


rcosar  -4-  1  «in a?   .           C        *~y      •  » 
dx  :-    /       - idy  =  t, 
.0             *+a                  «'r      '.r-T-/l 

c  tendant  vers  zéro  avec  jz;  d'où  les  deux  égalités 

i"m   c.  *x    .         /•"  c ■  ydv 

I       -        -  dx  —    I  •     , 


et 


r      si:i.r         __    /*     e-ïady  __    /*     e~az dx 


C.    Q.   F.    D, 


Problème  n°  9. 


Problème  VIII.  —    Valeur  de  Vintégrale 


r*~      dx 

I        cosa?  H-  a 


(a  étant  réel  et  plus  grand  que  1). 

•  çix  — j_  ^ — far 

On  sait  que  cos#  est  égal  à ; ;  posons  e'x  =  u; 

quand  x  varie  de  o  à  27c,  le  point  u  décrit  dans  son  plan 
une  circonférence  C  ayant  l'origine  pour  centre  et  de 
rayon  égal  à  1.  L'intégrale  cherchée  est  donc  égale  à 

du 

F/2  JL" 


2    r         du 
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Des  deux  racines  de  w24-2aw  +  i,  «ne  seule, 

est  de  module  moindre  que  i,  et  le  résidu  correspondant  à 

cette  racine  est  — j=-tz — ;  d'où  l'on  conclut 

i  y  a2  —  i 

Jr*        dr        _      .     /a  I  \  _       2tz 

* 

Problème  n°  10. 
Valeur  de  V intégrale 

f*         xdx 

où  a  est  un  nombre  complexe  p  -f-  iq.  En  déduire  la  va- 
leur de  V  in  té  g  raie   j     xcot(x  —  a)dx. 
Si  l'on  pose 


on  a 


u  =  e**(*-a)       x  =  an .loff  w, 

11 
•    ,/  x  \  •  U  1  —  (i—  W)« 

sin*(a? —  a)  = , =  — —, —• 

4  4" 

Quand  la  variable  se  croît  de  o  à  ir,  le  point  u  =  v  -f-  ihp 
part  du  point  A  dont  l'affixe  est  e~2'a,  et  décrit  un  cercle  C 
{fiBm  72)  ayant  l'origine  pour  centre  et  passant  par  A. 

L'intégrale  /      -r-?-. r  est  donc  égale  à  l'intégrale 

°         J       sin2(a? —  a)  D  ° 
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qu'on  étend  au  cercle  C  dans  le  sens  direct,  en  partant 
du  point  A  avec  la  valeur  —  lia  de  log«  ('  ). 

Supposons  d'abord  q  <  o  ;  le  rayon  de  C  est  alors 
moindre  que  i,  car  le  module  de  A  est  égal  à  e'2<?.  Ceci 
posé,  prenons  sur  C,  de  part  et  d'autre  de  A,  deux  points 


A',  Aff  très  voisins,  et  traçons  un  lacet  A' m  A"  entourant 
l'origine;  les  intégrales 


Ji=    /         G(u)du 


et 


^A'JIA" 


h=   f       G(w) 


du 


A'm  A" 


ont  même  valeur,  car  la  fonction  G(u)  est  holomorphe 
entre  ces  deux  chemins  A'MA"  et  A'  m  A".  Faisons  tendre 
A'  et  A''  vers  A,  et  réduisons  le  lacet  A!  m  A!1  au  segment  AO, 
parcouru  d'abord  dans  le  sens  AO,  puis  dans  le  sens  OA 
après  qu'on  a  tourné  autour  de  l'origine  :  J|  a  pour  limite  J  ; 

• 

quant  à  J2,  si  l'on  observe  que  G(u)  augmente  de  (— — — - 
quand  u  tourne  autour  de  l'origine  (dans  le  sens  direct), 


(*  )  Il  est  indispensable  de  fixer  le  point  dont  on  part,  parce  que 
G  {u)  n'est  pas  uniforme  et  que  la  valeur  de  l'intégrale  étendue  à  C 
dépend  de  l'origine  de  l'intégration. 
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on  voit  que  sa  limite  est 


""Xo— «*)*"" 2    \i— u)u=0  ""  r 


'AO      V*—  «*;"  *.'0A  Ç1-  M)2 


A  désignant  l'aftixe  du  point  A  ou  e~2ia. 

Dans  l'hypothèse  y  <  o,  l'intégrale  cherchée  J  a  donc 

,  2tir 

pour  valeur  e2.a_i» 

Quand  q  est  positif,  la  fonction  G(u)  admet  le  pôle 
double  u  =  i  entre  les  deux  chemins  A'MA"  et  A'mAa. 
Le  résidu  de  ce  pôle  est  donné  par  la  valeur  de  la  dérivée 
de  (aûz  +  logu)  pour  u  =  i  ;  ce  résidu  est  égal  à  i.  On 
a,  par  suite, 

Jl  —  Jj  =  2  ITC, 

et  l'intégrale  cherchée 


J 


xdx 


J,       sin* 


(x  —  a) 

est  égale  à  iir*-{ T,  c'est-à-dire  2Îtz rr-»  résul- 

°     ■  i— A  i  —  e~Ua 

tat  qui  pourrait  se  réduire  immédiatement  du  premier, 
en  observant  que  les  valeurs  de  J  qui  correspondent  à 
deux  valeurs  de  a  imaginaires  conjuguées,  doivent  être 
imaginaires  conjuguées. 

Pour  q  =  o,  l'intégrale  J  n'a  plus  de  sens.  Quand  q  tend 

vers  zéro  (p  restant  fixe),  J  tend  vers .— . 

^r  n  I — C0S2/?  -+-  IS1Q2/? 

ou  vers  la  valeur  conjuguée,  suivant  que  q  tend  vers  zéro 

par  valeurs  positives  ou  négatives.  L'axe  réel  est  une  ligne 

de  discontinuité  de  la  fonction  J(a). 

Si  l'on  essaye  d'appliquer  le  même  procédé  à  l'inté- 

r% 
grale    /     x  cot(#  —  à)  dx,  on  est  amené  à  calculer  Fin- 
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tégrale 

Ci          l  i        \  ("  h-O^w 
/         an .lopii)  -•-- — ^— r, 

et  la  singularité  u  =  o(pôlc  et  point  critique  transcen- 
dant)   ne  permet  pas  de  répéter  ce  qui  précède.   Mais 

il  suffit  d'observer  que  l'intégrale    I     x  cot(#  —  a)   ou 

•/» 

K(a)  a  précisément  pour  dérivée,  pnr  rapport  à  or,  l'inté- 
grale J  =    f    ^^L—^t  on  a  donc  (pour  ?<o) 

K(a)=aiic    f    — .— ^-G. 

v   '  J       eiia—  i 

Cette  dernière  intégrale  s'effectue  en  posant  e2ia=  v,  et 

il  vient 

K(a)  =  xlofrCi  —  «-*'«)-+- C. 

Avant  de  fixer  la  constante,  observons  que  tous  les 
points  critiques  de  la  fonction  log(i  —  e~2ia)  sont  les 
points  réels  a  --=  mz  (n  désignant  un  entier  positif,  néga- 
tif ou  nul);  pour  q  négatif  et  très  grand,  les  diverses  dé- 
terminations du  logarithme  sont  sensiblement  égales  à  o, 
dz  2i7t,  .  .  .;  adoptons  la  détermination  log(a),  qui  s'an- 
nule pour  <jr  =  oo;  la  fonction  log(a)  est  une  fonction 
bolomorphe  dans  tout  le  demi-plan  inférieur  des  a.  Ceci 
posé,  pour  q  négatif  et  très  grand,  cot(#  - — à)  diffère  peu 
de  —  ï,  puisqu'on  a 

cot(*-«)  =  i-^^— i  =  i  elq  e2iU-P)  _  S 

quand  q  tend  vers  —  oc,  K(a)  tend  donc  vers  —  iiz;  d'où 
l'égalité 

K(a)  =  irlog(a)  —  iiz  =  rc[log(i  —  e-*ia)  —  i] 

pour  q  <  o.   On   trouverait   de  même   pour   q  >  o ,    en 
adoptant  dans  le  demi-plan  supérieur  la  détermination  du 
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logarithme  qui  tend  vers  rrc  quand  q  tend  vers  +00, 

K(a)=it[1og(«*'«— i)h-*(i  — w)L         (?>o); 

si,  dans  les  deux  formules,  on  donne  à  a  des  valeurs  ima- 
ginaires conjuguées,  les  deux  valeurs  correspondantes  de  K 
sont  bien  imaginaires  conjuguées. 

Problème  n°  11.  ^ 

1 

Résidus  pour  z  =  o  et  z=oo  de  la  fonctionnez)  =  —  — 
(oà  n  est  un  entier  positif). 

Cherchons  le  coefficient  du  terme  en  -  dans  le  déve- 

z 

loppement  de  F(*)  en  série  de  Laurent.  Nous  avons 

v    '                           z       1  !  s2        3  !  z3  n\zH 

(1)  =  1  —  z  -\-z*  —  z3-*-  z*> . ... 

1  ~~r~  +» 

Le  premier  développement  converge  (absolument)  dans 
tout  le  plan,  sauf  pour  £  =  0$  le  second  développement 
converge  (absolument)  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  1. 
Si  nous  faisons  le  produit  des  deux  développements,  en 
appliquant  la  règle  de  la  multiplication  des  séries,  et  si 
nous  multiplions  ensuite  par  zn,  le  nouveau  développe- 
ment sera  une  série  de  Laurent  convergente  à  l'intérieur 
du  cercle  de  rayon  1 ,  sauf  à  l'origine,  et  cette  série  repré- 

sente  F  (z)  :  le  coefficient  A  du  terme  en  -  est  le  résidu  de  F 
pour  z  =  o. 

Le  coefficient  A  est  le  coefficient  de  —^j  dans  le  pro- 
duit des  séries  (1)  et  (2).  On  a  donc 


=  (n-hi)l  ~~~  ( /14-2)!  -*"  (71-+-3)!  ~"  (71-+-4)!  ~*~  '  *  '  ' 
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c'est-à-dire 

À  = — j  -+-  ,T-f  —  yt  "+"  •  •  •"• 1  »  si  n  est  impair, 

et 

I  I        I         I  I 

A  = h  i 1 -,--+-. ..H :,  si  n  est  pair  : 

e  12        3!  ni  r 

en  particulier,  pour  n  =  i ,  A  est  égal  à  ->  et  pour  n  =  o, 

À  est  égal  à  i • 

Cherchons  le  résidu 'du  point  z  =  oo;  posons  pour  cela 

V 

z  =  -;  la  fonction  F  devient  F|  =  „,   t,l -;  dévelop- 

pons  F|  suivant  les  puissances  croissantes  de  £,_  la  pre- 
mière puissance  étant  £'«");  le  coefficient  de  £  dans  ce 
développement,  changé  de  signe,  est  égal  au  résidu  B  cher- 
ché (').  Or  on  a 

r        ri        ri 
(1/  eC=i+>  +  ^+-^-t-..., 


et  il  suffit  de  calculer  le  coefficient  de  £"  dans  le  produit 
des  séries  (i)'  et  (2)'  pour  avoir  —  B;  il  vient  ainsi 


-B='  ' 


n\       (n-  i)\   '   ( 


n  —  2)!  v  2!  1  ' 


On  aurait  pu  calculer  d'abord  le  résidu  B  de  z  =  oo,  qui 
est  un  pôle,  et  en  déduire  le  résidu  du  point  essentiel 
z  =  o,  en  exprimant  que  la  somme  des  résidus  de  F(s) 
est  nulle.  En  outre  des  points  z  =  o,  z  =  oo,  la  fonction 
F(*)  admet  le  pôle  z= — i,  dont  le  résidu  est  évidem- 


(*)  En  effet,  B  est  le  résidu  pour  Ç  =  o  de  la  fonction  —  pjF^Ç) 
(voir  p.  440* 
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ment  e~K  X  ( —  i)71.  On  a  donc 

(—  i)n 
e 

ou  bien 


21  72 


valeur  qui  coïncide  bien  avec  la  valeur  trouvée  directe- 
ment. 

Si  n  était  un  entier  négatif  (n  =  — /?),  le  résidu  du 
point  z=co  serait  nul,  et  on  aurait  simplement 

A  -h  ; =  o  ou  A  = . 

(—  i  )'*  e 

Problème  n°  12. 
Conditions  pour  que  l'intégrale 


.i=l   K(sins,  cos  z)  dz 


{où  R  désigne  une  fraction  rationnelle  en  sins  et  coss) 
soit  une  fonction  uniforme  et  périodique  de  z.  Appli- 
cation à  V intégrale 


-â 


a  -h  bcosz           c  . .    , 
. h  .._.. }_  d  )  dz. 

sin>3  sin3-3 


2  7: 

y 


La  fonction  R(sin 2,  coss)  est  une  fonction  uniforme 
de  z  qui  admet  la  période  2tt;  mais  elle  peut,  pour  cer- 
taines formes  de  R,  admettre  une  période  inférieure-^; 

où  k  est  un  entier  positif;  soit  donc  (o  =  -^  la  plus  petite 

kz 
période  de  R;  si  l'on  pose  t  =  tang  — »  R  est  une  fraction 

JL 

rationnelle  en   t\  ou   bien  encore,  si  l'on  prend  comme 
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variable  a  =  eike,  R  est  une  fraction  rationnelle  en  uf  soit 

Ri(«0- 

Quand  l'intégrale  J (s)  est  uniforme  et  périodique,  je 
dis  qu'elle  admet  précisément  comme  période  co.  En  efTet, 
1  (z)  ne  peut  admettre  une  période  plus  petite  co',  car 
l'égalité 

J(-3  -r-  w')  =  J(s) 

entraîne  l'égalité 

-     -di— >  =  —-!,         ou         R(*W)=RU). 

D'après  cette  égalité,   toute  période  co'  de  J(z)  est  de  la 
forme  /no>,  m  étant  un  entier;  or  la  différence 

J(c-+-  w)  —  J(s), 

dont  la  dérivée  est  nulle,  est  une  constante  a,  et  de  l'éga- 
lité 

J(s  H-u>) —  J(s)  =  a, 

on  déduit  aussitôt 

J(z  +  2w)  —  J(-8)  =  2a...,        J(-j  +  mw)  —  J(s)  =  ma; 

a  doit  donc  être  nul,  si  3(z)  admet  la  période  /nto,   et  la 
plus  petite  période  de  3(z)  est  w. 

Toutes  les  valeurs  de  z  qui  correspondent  à  une  valeur 
de  u  (d'après  l'égalité  u  =  eikz)  ne  diffèrent  que  par  un 
multiple  de  to.  Dans  l'hypothèse  où  J(*)  est  une  fonction 
uniforme  et  périodique  de  3,  3(z)  est  donc  une  fonction 
uniforme  Jj  de  u,  puisque  toutes  les  valeurs  de  z  qui  cor- 
respondent à  une  valeur  de  u  donnent  à  J  la  même  va- 
leur. D'autre  part,  on  a 

dh^d^dz  _  dz  _  R         _i_ 

du        dz  du  ^      du  iku 

L'intégrale  de  la  fraction  rationnelle  tt  — ^ —  ne  peut  être 
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uniforme  que  si  tous  ses  résidus  sont  nuls,  et,  dans  ce 
cas,  cette  intégrale  est  une  fraction  rationnelle  en  u. 
D'où  la  conclusion  suivante  :  Quand  J(z)  est  une  fonc- 
tion uniforme  et  périodique  de  z}  c'est  une  fraction 
rationnelle  en  eikz,  et,  pour  quHl  en  soit  ainsi,  il  faut  et 

il  suffit  que  tous  les  résidus  de  la  fraction  ——soient 

nuls. 

Appliquons  ce  résultat  à  l'exemple 

n/    x       a-^-bcosz  c  . 

R(s)  =   . 1_  ___  h-  d. 

sut*  sin3^ 

La  fonction  R  a  pour  période  2-rc ;  posons  donc  eiz  =  u\ 

on  a 

Ri  (m)  lia  ib(u2-hi)         8  icu*  d 

v  '  u  a2— i         a(u2— i)        (a*—  i)a        U 

Pour  que  le  résidu  de  u  =  o  soit  nul,  il  faut  qu'on  ait 

(2)  ib-\-d  =  o; 

quant  au  point  w=i,  pôle  simple  des  deux  premières 
fractions  du  second  membre  de  (i)  et  pôle  triple  de  la 
troisième,  son  résidu  A  s'obtient  immédiatement  dès  qu'on 
a  calculé  la  valeur  pour  u  =  i  de  la  dérivée  seconde  de 

l'expression -j  valeur    qui   est   égale    à   —  ^;  on 

trouve  ainsi 

A  =  ia  ~-  ib  H > 

2 

et  ce  résidu  doit  être  nul.  On  trouve  de  même,  pour  le 
résidu  At  de  u  = — i,  \ 

t  = —  ia-\-  ib • 

2 

En  définitive,  pour  que  l'intégrale 

r/a-h  bcosz  c  A    , 

/     : h  -r-r-  -+■  d  )  dz 

T.  —  Rec.  3o 
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soit  uniforme  et  périodique,  il  faut  et  il  sufnt  que  b  et  d 
soient  nuls,  et  que  c  soit  égal  à  —  a  a.  Il  est  aisé  de  véri- 
fier cette  conclusion  en  calculant  l'intégrale 


on  trouve 


-  __    COS5 


Problème  n    13. 


La  fonction  u(z)  désignant  la  fonction  doublement 
périodique  qui  vérifie  l'égalité 


-  f -= 


du 


v/Att3+BM2+Ctt+D 

trouver  les  valeurs  de  la  constante  m  pour  lesquelles 
^expression 

m  f  dz  f    u{z)ds 

est  une  fonction  holomorphe  de  z. 

On  sait  que  toute  fonction  u(z),  définie  par  l'égalité 


(1) 


=  f  "- (hl 


où  P(w)  est  un  polynôme  du  quatrième  ou  du  troisième 
degré  à  racines  distinctes,  est  une  fonction  uniforme  dou- 
blement périodique,  qui  n'admet  dans  le  parallélogramme 
des  périodes  que  deux  pôles  simples  ou  confondus  : 
quand  les  deux  pôles  sont  confondus,  le  pôle  unique  est 
un  pôle  double  dont  le  résidu  est  nul.  Je  rappelle  ce  théo- 
rème que,  si  P(s)  est  du  troisième  degré,  on  est  précisé- 
ment dans  le  cas  d'un  pôle  double.  En  effet,  quand  le  pôle  a 
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est  simple,  on  a,  en  faisant  u  =  -* 

p  =  A(*— a) -4- B  (*  —  *»)«-+-.. .  (Â^o), 

et  la  dérivée  -j-  n'est  pas  nulle  pour  z  =  a.  Au  contraire, 
si  le  pôle  est  double,  on  a 

t>  =  B(*  —  «)»-+-  C( s  —  a)3 ■+-...  (B^o). 

el  -7-  s'annule  en  a.  Or  dans  le  cas  où  P(s)  est  du  troi- 
sième degré,  la  fonction  v(z)  vérifie,  d'après  l'égalité  (i), 
la  relation  • 

(^ Y  =  p(A  -+-  Bv  h-  Cv  -h  D^); 

si,  pour  z  =  a,  v  est  nul,  -y-  est  nul  également. 
Ceci  posé,  la  fonction 

.  ,     v  m  à     fis  i     n{z)dz 

qu'il  s'agit  d'étudier,  ne  saurait  avoir  d'autre  singularité, 
dans  chaque  parallélogramme  des  périodes,  que  le  pôle 
double  a  dont  le  résidu  est  nul.  Écrivons  donc 

«(*)=  (s_!a)2  +P  +  T(^"g)+.- 
Il  vient 

/     u(z)dz  = 1 h$(z  —  z0)-h..., 

1  '        •    z  —  a       z0—  a       rv 

et 

\{z)dz  =  —  alog(z  —  #)-i-<p(*), 


cp(s)  étant  une  fonction  holomorphe  de  z  dans  le  voisin 
nage  de  a;  la* fonction  J  est  donc  (dans  le  voisinage  de  a) 

3o. 
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de  la  forme 

](z)  =  e-maiop.:-,i,+<p(5)  =  (*_  a)~m:Ll>(z)J 

P(z)  étant  holomorphe  dans  le  domaine  de  z  =t  a.  Pour 
que  3(z)  soit  holomorphe  pour  z  =  a,  il  faut  donc  et  il 
suffit  que  — moi  soit  un  entier  positif  £;  d'autre  part,  si 

i  on  pose  M  =  ->ona 

iv^(z  —  a  i/l  -+-«, 

e  tendant  vers  zéro  quand  z  tend  vers  a;  mais  l'éga- 
lité (i)  montre  qu'on  a  aussi 

quand  cv  tend  vers  zéro  -,    tend  donc  vers—  >  d'où  la  re- 

*■  az  a 

lalion 

Pour  que  la  fonction  J(z)  soit  holomorphe,  il  faut  donc 
que  m  soit  de  la  forme j->  k  désignant  un  entier  po- 
sitif. Celte  condition  est  d'ailleurs  suffisante,  car,  si  elle 
est  remplie,  la  fonction  3(z)  n'a  dans  le  plan  aucune  sin- 
gularité à  distance  finie;  ses  zéros  coïncident  avec  les  pôles 
de  u(z)  vt  sont  tous  d'ordre  k. 

Si  l'on  veut  seulement  que  3(z)  soit  une  fonction  u/i/- 

forme  de  z}  la  condition  nécessaire  et  suffisante  est  que  m 

A' \ 
soit  de  la  forme  —  ,->  k  étant  positif  ou  négatif.    Si  k 

4 

est  positif,  J(z)  est  holomorphe;  si  A:  est  négatif,*  J(z) 
n'a  plus  de  zéros,  mais  admet  des  pôles  d'ordre  k  qui 
coïncident  avec  ceux  de  u(z).  A  deux  valeurs  de  k  égales 
et  de  'signes  contraires  correspondent  deux  fonctions  Jt  (z) 


I 

4 

— — — 

ou 

*  ■■=  i- 

\f* 

A 
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et  J2(s)  dont  le  produit  J4  J2  est  égal  à  l'unité.  Plus  géné- 
ralement, soit  J|  (z)  la  fonction  holomorphe  qui  corres- 
pond à  k  =  i  (m  =  —  -r  j  »  et  Ja(^)  la  fonction  qui  corres- 
pond à  la  valeur  entière  k  (positive  ou  négative);  on  a 

jA(*)  =  [j,(S)]*. 

Problème  n°  14. 
Sachant  que  la  partie  réelle  P  d'une  fonction  analy- 
tique f(z )  =  P  +  i'Q  est  de  la  forme  P  =  cp  (-)  >  dé- 
terminer cette  fonction. 

Posons  -  =  #,    et  représentons  par  o1  la  dérivée  de  cp 

par  rapport  à  u.  La  fonction  Q(sr,r)  doit  vérifier  les 
conditions 

da?  a?  '         ày  xl  * 

soit  Q|  (#,  m)  la  fonction  obtenue  en  remplaçant  dans  Q 
la  variable^  par  ux\  on  a 

da?  dw   a?2         da?  c^         dw    ar 

et  par  suite 

<■>      %—"■■  s— *<■+-)■ 

La  première  équation  (i)  nous  montre  que  Qi(u)  est 
nécessairement  de  la  forme  Q<  (u)  =  F(w)  +  G  (a?)  ;  la 
seconde  équation  (i)  peut  donc  s'écrire 

xG'(x)  =  — <p'(l-f-  W2), 

égalité  qui  n'est  possible  que  si  les  deux  membres  sont 
des  constantes  absolues,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

1        i-f-K!  a; 
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ou  enfin 

<p  =  C  arc  tangu  -+-  D,        G(x)  =  —  G  loga?  -+-D'. 

Ces  résultats  obtenus,  la  première  égalité  (i)  donne 


donc 


F>)=-c« 

v  i  -h  a2 


F(a)  =  =  Clo-t/i-r  a*-+-D'. 


En  définitive,  la  fonction  analytique  cherchée  est  la  sui- 
vante 

f(  s  )  =  C  (arc  tang  u  —  i  loga?  ^-i-+-  w')  -h  const. 

=  G  (arc  tang  -  —  i  log/a?2-!-^*  J-+-  const. 

= —  t'C  logs  -h  A  •+-  /B, 

À,  B,  C  désignant  trois  constantes  réelles. 

EXERCICES    SUR    LES    FONCTIONS    MULTIFORMES. 

Problème  n°  15. 
Valeur  de  t  intégrale 

xtn  dx 


J 


./•■- 

-'o    (i 


-h  x*)  y/i  —  x% 

où  n  est  un  entier  positif. 

La    fonction    F(s)=  *      n'admet,    comme 

(i  —  z*)  / 1  —  z*  ' 

points  critiques,  que  les  points  js  =  ±i.   Partons  d'un 
point  P  (yî^.  73)  de  l'axe  des  y  négalifs,  d'affixe  —  ai, 

avec  la  valeur  positive  du  radical  y/i  -f-  a2,  et  faisons  va- 
rier s  dans  tout  le  plan,  sans  franchir  jamais  le  segment 

—  In ^+1  de  l'axe  des  x.  La  fonction  F(s)  n'acquiert 

ainsi*  qu'une  seule  valeur  F*(z)  en  tout  point  z   exté- 
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rieur  à  ce  segment;  autrement  dit,  Fi(z)  est  une  fonction 
uniforme  à  l'extérieur  d'une  courbe  fermée  G  entourant 
le  segment  — iv^^-f-i  •  Traçons,  d'après  cela,  du  point  O 
comme  centre,  un  cercle  T  de  rayon  très  grand  ;  le  théo- 


Fig.  73. 


& 


y 


nu 


m,- 


<X> 


-** 


-c/ 


rème  de  Cauchy  nous  donne 

-A-    fFl(z)dz V-    fF^dz^a  +  fr, 

a  et  P  désignant  les  résidus  des  pôles  +«  et  —  i  de  F<(z). 
Cette  égalité  s'écrit  encore,  si  l'on  représente  par  y  le  ré- 
sidu du  point  z  =  00  de  F<(s), 


(0 


/   F{(z)dz  =  —  2i7t(a-h  p  -+-  y). 


Considérons  en  particulier  la  courbe  C  obtenue  en  tra- 
çant deux  segments  pn,  prnr  parallèles  à  Ox  et  équidi- 
stants  de  cet  axe,  et  deux  arcs  de  cercle  c.et  d  qui  ont  pour 
centres  — 1  et  -+-i«  Si  nous  faisons  tendre  vers  zéro  la 
distance  26  des  droites  pn,  p' n'  en  même  temps  que  le 
rayon  p  de  c  et  de  c  ,  l'intégrale  qui  ligure  dans  le  premier 
membre  de  (1)  garde  une  valeur  constante.  Pour  calculer 
cette  intégrale,  on  doit  partir  du  point  m  ou  —  ib  depn 


avec  la  valeur 


(—  b*)* 


-*-(i  —  &«)^n-6« 


de  F(z),  et  parcourir  C 
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dans  le  sens  direct  \  quand  mn  tend  vers  le  segment  o'  ^  i , 
l'intégrale  J  F{(z)dz  étendue  à  mn  tend  vers  la  valeur 

: '  ou  J.  D'autre  part,  le  long  du  segment 

ri  m'  (qu'on  parcourt  après  avoir  pivoté  autour  du  point 
-+-■),  F|(s)  a,  en  chaque  point  x  -+-  bi}  une  valeur  sensi- 
blement égale  et  de  signe  contraire  à  sa  valeur  pour 
z  =  x  —  In,  et  quand  b  tend  vers  zéro  avec  les   rayons 

de  c  et  de  c\    /     F|(s)  dz  a  pour  limite 


s: 


—  xin  dx 


1     (i-f-  x*)  y/i  —  xi 

ou  J.  On  voit,  de  même,  que  les  intégrales    /     Ft(z)dz 

et    /   FK(z)dz  ont  respectivement  pour  limite  J.  Enfin, 

les  intégrales  étendues  à  c  et  c7  tendent  vers  zéro  avec  les 
rayons  de  ses  cercles,  car  elles  sont  inférieures  en  module 

I     pa  rfO  =  2  7rp2  (voir  la  remarque  de  la  page  443). 
0 

Nous  pouvons  donc  écrire 

4J  =  —  2mt(œ-+-  p  -h  y)* 

Il  reste  à  calculer  ces  trois  résidus. 

(—  0*" 
Le  résidu  du  pôle  z  =  —  i  est  égal  à : /=•>  puis- 

"-—  2  I  X  y  2 

que,  au  point  z= —  «,  la  détermination  Ft(z)  correspond  à 
la  valeur  positive  de  v^f+( — 02=="+"v/^î  ^e  résidu  du 
pôle  z=  i  est  égal  à  ^ — -=r;  la  somme  a  +  fî  est  égale 

à  t'X-     J  *  Calculons  maintenant  y  :  pour  cela,  posons 

y/2 

*  =  ^  Fi(*)  devient  JL-   _1_._L^;  si  Ton  déve- 
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loppe r-.  X    , >  en  série  de  Maclaurin,  le  coeffi- 

rr    i  +  C2       v/ç2—  i 

cient  de  Ç2,l~2,  changé  de  signe,  est  le  résidu  y.  Avant  de 
faire  ce  développement,  il  convient  de  fixer  le  signe  de 

y/Ç2 — i=zt/y/i  —  Ç2    qui  correspond   à   F<(z);     pour 

z  = — *Vz,    on  a  choisi   la  détermination  -J-y/i-j-a2    de 

v/î"— ^s2;  or  y/i —  g2  est  égal  à  i/i—  ^  ou  à  =h  - — *~  ^  > 
et  pour  que  cette  dernière  expression,  où  Ton  fait 

ai 


soit  égale  à  -4-  sj i  -h  a2 ,  il  faut  prendre  le  signe  -+-  devant  i, 
Ceci  posé,  on  a 


1  :l_ç«H_ç*_Ç6_h...j 


PS 


+  i-3...(an  +  i)         |  _ 

2.4*  •  >2/l 

Le  coefficient  de  Ç2«-2  est  égal  à 

I.3.5.  ..(2/1  —  3)       i.3.  ..(in  —  5)  ,       .    i       , 

%.^...{rin  —  2)         2.4...(ti/i  —  4)  a 

On  doit  multiplier  ce  coefficient  par  -.  et  enfin  le  changer 
de  signe  pour  avoir  y.  Il  vient,  en  définitive, 

( — i)n       I.3.5.  ..{in  —  3)       1.3. ..(an  —  5) 


M 


-«n 


y/2"  2.4. ..(2/1  —  2)        2.4.  ..(2/1  —  4) 

+(-  0"j  -(-')"]  • 

Observons  toutefois  que  ceci  suppose  implicitement  n>o; 
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pour  n  =  o,  le  résidu  y  esl  nul.  On  a  donc 


J  =  — —  pour         n  =  o, 


a  y/a 

7: 


enfin 


J  =  — -^W*  —  1)  pour         /t=i; 

a  y  a 


J= — -  I  -,=  —  Sjfc+i  I  pour  n  =  aA:-4-i, 


(j=      £  \~p—  s«*  Pour         nr=a*f 

(a)        '  Lv^2  ' 

en  appelant  Sv  la  somme  des  v  premiers  termes  de  la  série 
alternée 

~  1        i.3  ,i.3..  .(av  —  1) 

S  =  l 1 7— ...:-.:«—  Dv  7-^-7 r-2-»-...; 

7.       a .  4  a .  4  • .  •  (  a  v  ) 

les  sommes  S2a  et  S2a+i  convergent,  comme  l'on  sait,  vers 
— =>  les  premières  par  défaut,  les  secondes  par  excès.  C'est 

là  un  résultat  que  vérifient  les  formules  (2);  en  effet,  J  est 
toujours  positif  et  tend  vers  zéro  quand  n  croît  indéfini- 
ment, ainsi  qu'on  s'en  rend  compte  immédiatement. 

Problème  n°  16. 
Valeurs  des  intégrales 

r+i  dx  rl    x*"  dx 

I       , et  /     3  — • 

«/_i     y» l  H-  a?)s(i  —  #)  «A     V^C1  —  a?i) 

Etudions  d'abord  l'intégrale  J  =  /       ..  • 

J-i     Ç/(i -h  *)*(!-*) 

La  fonction  F(s)  =  .,  est  uniforme  à  l'exté- 

rieur  d'une  courbe  fermée  quelconque  C  entourant  le  seg- 
ment —  i-^^^-r-i  de  Ox\  on  s'en  rend  compte  aussitôt 
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en  posant  z  =  •=,>  et  en  observant  que  les  trois  détermina- 

r 

tîons   de    la   fonction   Ft(n=  ,  sont   holo- 

morphes  à  l'intérieur  de  la  courbe  Gj  transformée  de  G. 

Ceci  posé,  formons   le  même  contour  C  que  dans  le 

problème  précédent  et  partons  du  point  m(fig.  74)  avec 

Fig.  74. 
y 

m/ 


& 


m/ 


la  valeur  F<  du  radical,  très  voisine  de  l'unité.  L'inté- 
grale  /  Ft(z)  dz  étendue  au  contour  C  dans  le  sens  direct, 

est  égale  au  résidu,  pour  z  =  oo,  de  la  détermination  cor- 
respondante Fi(z)  de  F(z). 

Représentons  par   s  l'expression  cos  —  -f-j'sin  -5-»  ra- 

cine  cubique  de  l'unité;  la  seconde  racine  s2  est  égale  à 

—  (cos-  -f-  i'sin^  j.  Soit  de  plus  R(#)  la  valeur  réelle  du 

radical  pour  une  valeur  réelle  x  de  5;  en  chaque  point 
x —  bi  de  /?z/i,  le  radical  admet  trois  déterminations  très 
voisines  respectivement  de  R(#),  eR(#),  s2R(#),  et  c'est 
la  première  qui  correspond  à  F|(s);  quand  on  décrit  le 
segment  /?'//,  après  avoir  pivoté  autour  du  point  critique 
— r- 1 ,  la  valeur  du  radical,  suivie  par  continuité,  est  en 
chaque  point  x-t-bi  très  voisine  de  eR(#),  et  la  valeur 

de  Fi(z)  est  très  voisine  de  -=r- — ;  enfin,  quand  on  arrive 

au  segment  pm,  après  avoir  pivolé  autour  du  point  cri- 
tique z  =  —  1 ,  la  valeur  dû  radical  s'est  trouvée  multipliée 

sensiblement  par    cos  ^  -4-  i  sin  ^  ou  e2;  elle  est  donc 
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sensiblement  égale  le  long  do.  pm  à  e2.e.R(x)  ou  à  R(.r), 
et  Ton  revient  bien  au  point  m  avec  la  valeur  initiale. 

D'après  cela,  l'intégrale    /  F, (z)  dz  tend  vers 

J—  i    v7^  i  -+-  x  )2  (  i  —  x  ) 

ou  J,  quand  b  tend  vers  zéro,  en  même  temps  que  le 
rayon  des  cercles  c  et  c'  ;   l'intégrale    /    Fi(z)dz  tend 

«•  n'p' 

vers J.  Enfin,  les  intégrales*  /  ¥K(z)dz  étendues  aux 

arcs  de  cercles  c  et  c7,  tendent  vers  zéro  avec  le  rayon  p 

de  ces  cercles  ;   car  elles   sont  moindres  respectivement 

i  i 

en  modules  que  27to:{  et  2Tp3' 

Nous  avons  donc 

(I)  ^I-   ijj  =-*!-?, 

Y  désignant  le  résidu  pour  z  =  oo  de  F^z).  Pour  calculer 
ce  résidu,  posons  z  =  y>  on  a 

•F(*)a*(Ç)=  Ç 


V(C-+-i)*(ç  — i) 

et  — y  est  égal  à  a >  c'est-à-dire  à  — i,  ou  à  —  y  ou 

à  — p»  suivant  qu'on  prend  une  des  trois  déterminations 

du  radical.  Cherchons  celle  de  ces  déterminations  qui 
correspond  à  F{(z)  :  pour  cela,  partons  du  point  m  avec 
la  valeur  F< ,  décrivons  le  segment  m/i,  l'arc  de  cercle  nq 
jusqu'à  sa  rencontre  avec  Ox,  et  éloignons-nous  à  l'infini, 
le  long  de  qx  :  cela  revient  à  partir  du  point  O  avec  la 
valeur  -j-i  du  radical,  à  suivre  l'axe  des  x  jusqu'au  point 
î — p  très  voisin  de   i,  à  décrire  au-dessous  de  Ox  un 


EXERCICES    SUR    LA    THÉORIE    DES    FONCTIONS.  477 

demi-cercle  de  cenlre  i  et  de  rayon  p,  enfin  à  s'éloigner 
indéfiniment  sur  Ox.  Dans  ces   conditions,  on  a) rive  au 

point  i  —  p, avec  la  valeur  réelle R (x)  =  v/?(a  —  p)2,etau 
point  i-f-  p  avec  la  valeur 

-  pJ(cosg-i-isin|j(2-hp)ï=— (cos|  -h  *sinf)  R(^)  =  eîR(^> 

On  doit  donc  prendre  pour  Ç  réel,  positif  et  très  petit,  la 
valeur  réelle  du  radical,  multipliée  par  e2  ;  autrement  dit,  la  - 

détermination  de  y/( Ç  -+-  i)2(Ç  —  i)  qui  correspond  à  F|(s) 
est  celle  qui,  pour  Ç  =  °  est  égale  à — e2.  L'égalité  (i) 
donne  alors 

ou  bien 

(e*  —  e)J  =  —  2î7t; 
et  comme  on  a 


donc 


1       V^  ,  .  /î; 

e= hi  — 9         e* — e= — i  y  ^> 

2  2 


-  27U 


Observons  qu'on  aurait  pu  éviter  la  discussion  relative  à 
la  valeur  du  résidu  y?  en  tenant  compte  de  ce  fait  que  J 
est  évidemment  une  quantité  réelle  et  positive;  or  des 
trois  égalités 

(.-!)j  — ./*    (.-5)'-=?'    H)'-£. 

la  seule  qui  donne  à  J  une  valeur  réelle  est  la  dernière. 
Passons  à  l'intégrale  K=  /•   ,  La  fonction 

F(>s)=  3  n'admet,  comme  points  critiques,  que 

les  points  3  =  0  et  s  =  dz  i ,  et  une  quelconque  de  ses  dé- 
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termiualions,   soit  F, (s),  est   uniforme  à  l'extérieur  de 

toute  courbe  fermée  C  entourant  le  segment  — 1^ ,^-f-i. 

On  a  donc 

/  F,  (z)dz=  —  aiicf» 

Je. 


•-'C 


Y  désignant  toujours  le  résidu  pour  5=00  de  la  fonction 

F.(«)- 

Prenons  comme  contour  G  un  contour  formé  par  deux 

droites  p/mn,  p1  F  m! n!  {fig.  7$),  parallèles  à  Ox  et  équi- 


Fig.  75. 


& 


iTA 


\/n  n 


l\ymr 


sv£/ 


J> 


distantes  de  cet  axe,  et  par  des  arcs  de  cercles  décrits  des 
points  — 1,  +1  et  O  comme  centres.  Partons  d'un  point 
x — bi  de  mn  avec  la  détermination  "F\{z)  très  voisine 
de  la  détermination  réelle  de  F(#),  et  décrivons  le  con- 
tour dans  le  sens  direct.  Quand  on  fait  tendre  vers  zéro 
la  distance  26  des  deux  droites  et  les  rayons  des  cercles, 

l'intégrale   /    ¥{{z)dz  tend  vers  l'intégrale 

J  mn 

K==  rl  _*ln_d*_ . 

l'intégrale  étendue  au  segment  n! m!  après  qu'on  a  pivoté 
autour  du  point  -+- 1  tend  vers 

l'intégrale  f  Fi(z)dz,  calculée  après  qu'on  a  décrit  l'arc 
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ni '  f \  a  pour  limite 


( 


ir 


cos  -  -+-  i  sm 
o 


inl) 


-M 


X*" 


X  i 

XZ(l  —  x*f 


<£r=L-^x(-K)  =  K; 


l'intégrale  /  Fi(z)dz1  calculée  après  qu'on  a  pivoté 
tour  du  point  —  i,  a  pour  valeur 


au- 


-f 


x*n 


x  i 

xz{\  —  x*y 


dx  = 


—  K 


Enfin,  les  intégrales  étendues  aux  arcs  de  cercles  tendent 
vers  zéro  {voir  la  remarque  de  la  page  443).  On  peut  donc 
écrire 

2  K  (  I j    =  —  2  ÎTTf. 

Pour  calculer  y,  posons  z  =  ■=;  il  vient 


F(*)  = 


Ç 


in— 1 


X 


—  1 


Vi-t 


v 


développons  (i  —  Ç2)  3  suivant  les  puissances  croissantes 
de  Ç2  ;  le  coefficient  de  Ç2W  est  égal  à  y.  Adoptons  d'abord 
la  détermination  du  radical  qui  est  égale  à  i  pour  Ç  =  o; 
on  a 


(l_P).„I+jc.+jl<ç»+.. 


1.4. .  .(3n  —  2) 
3.6. .  .3/i 


ç 


î/i 


•  •  •  » 


la  valeur  de  y  est  donc  égale  à  la  quantité  -'o'j.  o — —  multi- 
pliée par  i,-ou  —  9  suivant  la  détermination  du  radical 

que  l'on  choisît.  Une  discussion  analogue  à  celle  qu'on  a 
faite  plus  haut  montrerait  que  la  détermination  du  radical 
qui  correspond  à  F<  (z)  est  celle  qui  est  égale  à  e2  pour 
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Ç  =  o.  Mais  celte  discussion  est  inutile;  l'intégrale  K  est 
certainement  réelle,  et  des  trois  égalités 

x  i 

i 

2(1 K  =  —  ai-      H  ..   .. -{         e    >» 


i\..  .     1.4. ..(3n  — 

)   K   =_2l-  r-— 

£  /  i .  0 .  .  .  3  /* 


I 

X  -î 


la  dernière  seule  donne  pour  K  une  valeur  réelle,  à  savoir 

,        ,         it    1 .4. .  .(3n  —  2) 
la  valeur  —  — 7-2 — ^ 

./•j         i.b. .  .3/t 


Problème  n°  17. 
Développer  l'intégrale  définie 

exdx 


s. 


—  a       ~>J  X1 — <*2 

suivant  les  puissances  croissantes  de  a. 

Posons  x~a\\  l'intégrale  considérée  devient 


,(a)-JL  7r=r 


La  fonction  F(z)  =  — n'ayant  d'autres  points  cri- 

tiques  que  z  =  dz  1 ,  l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour 

fermé  entourant  le  segment  —  1  +1   [avec  la  déter- 

mination F|(z)  de  F  (s)]  est  égale  à  — 2iir{,  y  étant  le 
résidu  de  F«(s)  pour  z  =  00.  En  faisant  tendre,  comme 
précédemment,  le  contour  de  G  vers  le  double  segment 

—  1  -+-  1 ,  on  trouve 

aJ(a)  =-r-  ai'iry; 

I  fi''  ^^  ~^~~  t£ 

pour  calculer  y,  posons  z  =  ->  et  développons  *      ~    •  en 
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série  de  Laurent}  on  a 


?  _  \  a         i    «2  i     an 

i    Ç        2!    Ç2  ni    Ç" 


,    .J         i  ,„       ï-3v,  1.3.  ..(in  —  î)  „.  1 

L         '2  2.4  2 . 4  •  •  •  2  /»  J 

faisons  le  produit  de  ces  deux  développements  (qui  sont 
absolument  convergents),  et  cherchons  le  coefficient  de  Ç, 
coefficient  qui  est  égal  à  —  y;  il  vient 

,    .  f        i  a2  i.3.  ..(2/1  —  1)  a2/l  "I 

|_  2    2:  2.4  •  •  -2/1  2/1  ï  j 

^    .  T         a  a2  a"  1 

y        1       (1.2)2  i.2.../ij2  J 


a2 


en  posant  —  =  a. 

Comme  3  (a)  est  positif  pour  a  réel,  il  faut  le  prendre 
le  signe  —  devant  i  dans  l'expression  de  —  y,  afin  que 
—  arrcy  soit  positif}  on  a  donc 


a2 


Ha)  =  *[i+ï  +  ^+...+  ^+...],     avec     a=4, 
on  voit  que  J  (a)  est  une  fonction  holomorphe  de  a. 

Problème  n°  18. 
Fa  leurs  des  intégrales 

/•"*"*     arc  lansxdx  /*1a?arc  sina?    , 

/        —^ * et  /    — —  dx. 

J_       x1 — 2#sina-i-i  J       (a?2-hi)2 


{Les  arcs  qui  figurent  dans  les  deux  intégrales  sont 
compris  entre et  -;  cfar/is  /a  première  intégrale  a. 

y 

est  supposé  réel  et  compris  entre  od-j 

*     i 

T.  —  Rrc.  3l 
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Pour  calculer  la  première  intégrale, 


-/ 


-+-  * 


arc  tanpr^/.r 


x* —  'àx  sina  -r-  1 


observons  que  la  fonction  arc  tan  g  s  =  — .  log ^  admet 

comme  points  critiques  les  deux  points  4-  i  et  —  i,  et 
qu'elle  s'accroît  de  t  quand  z  pivote  autour  du  point  i 
dans  le  sens  direct. 

Si  nous  décrivons  sur  Ox  comme  diamètre  (fig*  76)  un 


771/      CO 


demi-cercle  C  de  centre  O  et  de  rayon  R  très  grand,  la 
fonction  F(z)  =  — r-5 admet  à  Pintéricur  de  ce 


z* 


iz  sina 


demi-cercle  le  point  critique  z  =  -f-  t.  Mais  si  nous  quit- 
tons la  circonférence  C  avant  d'arriver  à  l'axe  des  y  pour 
suivre  une  parallèle  np  à  Oy  jusque  dans  le  voisinage  du 
point  1,  pivoter  autour  du  point  t,  et  revenir  le  long  d'une 
parallèle  p'nf  à  Oy  sur  le  cercle  G,  il  n'existe  plus  de  point 
critique  de  F  (z)  à  l'intérieur  du  contour  (Imnpqp'n'l) 
ou  r  :  quand  on  part  de  l'origine  avec  la  valeur  zéro  de 
F(z),  la  détermination  F<(s)  de  F(s)  ainsi  définie  est 
une  fonction  uniforme  à  l'intérieur  du  contour  Y  et  pos- 
sède à  l'intérieur  de  Y  le  seul  pôle  z-=z  (sina  -+-  j'cosa) 
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ou  A.  Le  théorème  de  Cauchy  donne  donc  ici 

¥i(z)dz  =  liiza, 


£ 


T 
en  appelant  a  le  résidu  de  F4  (z)  au  pôle  A. 

Quand  on  fait  croître  R  indéfiniment,  l'intégrale  éten- 
due au  demi-cercle  C  tend  vers  zéro,  car  le  long  de  ce 
demi-cercle  la  détermination  prise  pour  arc  tangz  diffère 

«mm 

peu  de- >  et  le  module  du  coefficient  de  dz  est  de  l'ordre 

de^«  Quand  on  fait  tendre  en  même  temps  vers  zéro  la 

distance  2b  des  segments  /?/?,  n!  p1  et  le  rayon  r  du 
cercle  c  de  centre  i,  l'intégrale  étendue  à  l'arc  de  cercle pqp1 
tend  vers  zéro,  car  cette  intégrale  (pour  /*  suffisamment 
petit)  est  moindre  en  module  que 


1 


2TC 


rlosr    _A  2Tzrlo<*r 

—:-2—  dO  OU  : $— 


sina  sina 

(  voir  la  Remarque  de  la  page  443)» 

D'autre  part,  soit  b  -+-  iy  et  —  b  H-  iy  deux  points  des  seg- 
ments pn  et  prnf;  la  différence  F*  (b  -f-  iy)  —  F4  ( — b-\-iy) 
est  sensiblement  égale  à 

.    TC 

(iy)2  —  2  iy  sin  a  -+- 1  ' 

puisque  arc  tang  z  diminue  de  tz  quand  on  tourne  autour  du< 
point  -+-  i  dans  le  sens  négatif;  les  deux  segments  np,  nfp' 
étant  parcourus  le  premier  dans  le  sens  np,  le  second  dans 
le  sens  p'  n\  l'intégrale  totale  étendue  à  ces  deux  segments 

a  pour  limite  l'intégrale    /  — ; étendue  à  l'axe 

r  J  s1 — 2-ssina-j-i 

des  y  du  point  i  jusqu'à  l'infini,  c'est-à-dire  l'intégrale 

—  in  I     -. — ~ -•  Nous  pouvons  donc  écrire 

Jf      1  —  2  lésina — y2  r 

+  "     arctangxdx  .      /**  dz 

=  iiiza. 


r  arc  tanga? dx  .      /*  dz 

J^^    #2 — ix  sin  a  -h  1  J       1  —  liysmtt — y* 


3i. 
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t 
i 

Le  résidu  a  du  pôle  A  est  égal  à  ang(sin« — icosoj 

1  °  a  *co s  oc 

l'expression 

_   »   / \ 

i  —  atj'sina — jr*        2Cosa  \jr  -f-  cos  a  -+-  t&ina       j' —  cosa  -+-  isina/ 

.    t,        |  ,    ,     !  i       .       y-f-  cos  a  4-  i  sina      ., 

a   pour   intégrale   générale  log^ 7—. —  ;   il 

1  o  o  2COS0C      °y  —  cosa -h  ï  sina 

vient  donc 

,  iic      .       i  —  cosa -f- t  sina  it  .  .  . 

J  =  log -- . 1 arc  tang(sma  -H  icosa) 

2Cosa      °  i  -+-  cosa  -+■  i  sina        cosa  ° 

iiz      .       I  —  cos  a -!- l'sina  iz       .       i  —  cosa  -+-  i  sina 

Iog  .    ,    ^..    ■    ;„;»-  •+-  ^.-^      l°g 


2C0sa      °  i  +  cosa  +  tsina        2  j  cos  a     °i  +  cosa  —  isina 

iiz      .       (\  —  cosa-j-isina        i  -f-  cos  a  —  isina\ 

= Iog  ( ^-. —  x — —  ) 

i  cos  a  \i  -+-  cos  a  4-  isina        i — cos  a  -+- 1  sina/ 

•  • 

ITZ  ITZ 

log(cosa  —  l'sina)  = X  ( —  ta  ±  likiz) 


2 cos a  2 cos a 

7T 


2  cos  a 


(a  ±  2A:7c), 


k  étant  un  entier  positif,  qui  dépend  de  la  détermination 
du  logarithme  qu'il  convient  d'adopter  d'après  la  valeur 
choisie  pour  YK  (z)  et  le  chemin  d'intégration;  M .  is  on 
aperçoit,  sans  discussion,  que  k  doit  être  nul  pour  a  =  o, 
car  le  coefficient  de  dx  est*  alors  une  fonction  paire  de  x 
et  J  est  nul.   Comme  J  est   une  fonction  continue  de  a 

quand  a  varie  entre  o  et  —  >  on  a 


j=  ™ 


2  cos  a 


(•*■<;) 


f     -r—z rr-  dx.  La  fonction 

arc  sinz  =  -r  log(7.z  -+-  y/i  —  z2)  admet  comme  points  cri- 

tiques  les  points  z  =  i,  z  =  —  i,  z  =  co.  Quand  on  pivote 
autour  du  point  4- 1  dans  le  sens  direct,  on  revient  au 
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point  de  départ  avec  la  valeur  tz  —  a  de  Taxe,  a  désignant 
la  valeur  initiale  ;  quand  on  décrit  une  courbe  fermée  en- 
tourant une  fois  le  segment  —  i  -f- 1,  on  revient  au 
point  de  départ  avec  la  valeur  27c -f-  a.  Ceci  posé,  décri- 
vons du  point  O  comme  centre  (Jlg.  77)  un  cercle  C  de 


rayon  Rtrès  grand,  et  quittons  ce  cercle  avant  d'arriver  à 
l'axe  des  x  négatifs  pour  décrire  le  lacet  (pqlmnrn!  m1 q1 //) 
autour  des  points  -f-  1  et  —  1.  Soit  T  le  contour  fermé 
ainsi  défini  ;  à  l'intérieur  de  ce  contour,  la  détermina- 
tion F4(z)  de  F(z)  qui  est  très  voisine  de  o  au  point  m 
est  une  fonction  uniforme  de  z  admettant  les  deux  pôles 
rf-tet  —  i.  Si  Ton  décrit  le  contour  T  dans  le  sens  inverse, 

l'intégrale  jFi(z)dz,  étendue  à  ce  contour,  est  égale  à 

—  2i7t(a-f-  (1),  en  appelant  a  et  (3  les  résidus  de  Ft(z) 
aux  points  i  et  —  i. 

Quand  on  fait  croître  R  indéfiniment,  l'intégrale  éten- 
due à  C  tend  vers  zéro,  car  arc  sin  z  devient  infini  comme 

un  logarithme,  et  le  module  M  de  Ft(z)  est  de  laforme  ^> 

€  tendant  vers  zéro  avec  „• 

il 
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D'autre  part,  l'intégrale    /  F<  (z)dz  tend  vers  2K  quand 

le  lacet  tend  à  se  confondre  avec  l'axe  des  x\  le  long  de 
Pnf7  la  valeur  de  arcsin*  est  sensiblement  de  la  forme 
tz  —  a,  si  a  désigne  la  valeur  de  arc  sinz  au  point  de  In  qui 

a  même  abscisse;  l'intégrale   /     Ft  (z)dz  a  donc  pour  li- 

/*  »rr  /K  d or  •■  ' 

mite  2  K —    /       - — : — —  =  2K.  Enfin,  en  un  point  de  gr'^?', 

la  valeur  de  arc  sinz  est  sensiblement  de  la  forme  27c  -+-  a, 
a  désignant  encore  la  valeur  de  arc  sinz  au  point  de  pq 
qui  a  même  abscisse;  la  quantité 

f    Ft(z)dz-   f    Vx{z)dz 

a   donc    pour   limite    1        -( —  = -.  JNous  pouvons 

écrire,  d'après  cela  (*), 

4K-f-  -  =  —  2i7t(a-4-P); 

le  résidu  (3  du  point  z-=  —  i  est  égal  à  la  valeur  (pour 

z  =  —  i)  de  la  dérivée  de  la  fonction ^r-:  cette  dé- 

.  (*  — 0* 

rivée  a  pour  expression 


arc  siii.3  /  2Z 


c  sin.3  / 


et  sa  valeur  au  point  i  est  égale  à  -  x ■=;  comme  nous 

partons  du  point  m  avec  la  valeur  de  l'arc  sin  très  voisine 
de  zéro,  par  suite  avec  la  détermination  positive  du  ra- 


('î  Les  intégrales  prises  le  long  des  arcs  de  cercles  de  centre  -+-  i 
ou  —  1  tendent  vers  zéro  avec  les  rayons  de  ces  cercles,  puisque  la 
fonction  F4(-s)  reste  finie  aux  points  -\-i  et  — 1. 


I 
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dical  \J \  — z'2,   nous  arrivons  au  point  — i  (en  suivant 
l'axe  des^  négatifs)  avec  la  valeur  positive  du  radical,  et  (3 

est  égal  à  — ~    On  trouve  de  même  que  a  est  égal  à 

4/2 

-y-  x  — —  >  le  radical  devant  être  pris  avec  le  signe  — . 
Il  vient,  en  définitive, 

Problème  n°  19. 
Valeurs  des  intégrales 


La  fonction  F (2)  =  ™ ~  admet  comme  points  cri- 

^    '        (14- -s)2  r 

tiques  les  points  3  =  0  et  z  =  00.  Traçons  („/?£".  78)  du 
point  O  comme  centre  un  cercle  C  de  rayon  très  grand  R, 
et  abandonnons  ce  cercle  avant  d'atteindre  l'axe  des  x  po- 
sitifs pour  décrire  un  lacet  Imp  m'  V  autour  de  l'origine. 
Partons  d'un  point  z  de  ml  avec  la  détermination  F,  (3) 
de  F  (s)  très  voisine  de  la  valeur  réelle  et  positive  de  F  (x). 
La  fonction  Ft(s)  est  uniforme  à  l'intérieur  de  l'aire  com- 
prise entre  le  cercle  C  et  le  lacet,  et  possède  dans  cette 
aire  le  pôle  double  z=z  —  1,  de  résidu  a.  Le  théorème  de 
Gauchy  donne  donc 

Jf    Fi(z)dz  =  ziiza, 
V 

r  désignant  le  contour  total  formé  par  C  et  le  lacet.  Quand 

on  fait  croître   R  indéfiniment,   l'intégrale  /  Ft  (z)  dz, 
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9 

étendue  au  cercle  C,  tend  vers  zéro,  car  |  F4(s)  |  x  |  z  |T 
tend  vers  zéro  quand  (z)  croît  indéfiniment.  D'autre  part, 
quand  le  lacet  tend  à  se  confondre  avec  Ox,  la  valeur  de 
F,  (z)  en  un  point  x  —  et  de  ml  est  très  voisine  de 


yjx  log 


X 


(1-hX)- 


et  en  un  point  x  -f-  e/  de  m!  V  la  valeur  de  Ft  est  très  voi- 

sine  de  — - — - — - — ^ ->  car  \Jz  change  de  signe  et  logs 

diminue  de  2/77  quand  m  pivote  autour  du  point  O  dans 
le  sens  inverse. 


Enfin,  l'intégrale  étendue  à  l'arc  de  cercle  mpni  décrit 
du  point  O  comme  centre,  tend  vers  zéro  avec  le  rayon  de 
ce  cercle  (voir  la  Remarque  de  la  page  443). 

L'intégrale  étendue  au  lacet  a  donc  pour  limite 


—  /a?  (loga?  —  iîtz) 


(i-hxy 


dx 


.00  . 


JÇ  dxlosx  ,  .  r  Jxdc 
'  -. ^— -dx-+-inz  I  y- 
0      ('  +  #)*                    Ja     (i-har 


s/x  dx 


Quant  au  résidu  a  du  pôle  double  z  =  — 1,  il  suffit, 
pour  le  calculer,  de  déterminer  la  valeur  au  point  z  =  —  1 
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de  la  dérivée  première  de  la  fonction  y/slogs,  dérivée  qui 

est  égale  à  — F  log  s  -f-  —  ;  pour  fixer  le  signe  de  \f — 1  el 

i\'z  z 

la  valeur  de  log  —  i ,  partons  du  point  z  =  x  —  li  de  ml 
avec  les  valeurs  de  \fz  et  de  log  z  très  voisines  respective- 
ment de  -f-  \jx  et  de  log  or,  et  suivons  le  lacet  jusqu'au  point 
/?,  puis  suivons  l'axe  des  x  négatifs  jusqu'au  point  —  i  \ 
comme  nous  avons  décrit  ainsi  un  demi-cercle  autour  du 
point  O  dans  le  sens    inverse,   nous   arrivons   au  point 

je  =  —  Ç2  de  l'axe  des  x  avec  la  valeur  —  î\/%2  = —  i% 
de  \fz  et  avec  la  valeur  logi;2 —  î-k  de  logs.  Le  résidu  a 

•  m 

de  Ft  (z)  est  donc  égal  à .  h ;  on  peut  donc  écrire, 


en  a 


ppelant  J  l'intégrale  cherchée  I      ^x  °%x  rfc\ 
*r  &  /      (in-*)* 


sfxdx 


,  l      ->ryxdx  .{*        \ 

2J    =  217C     /         -. — — ■  — 11TZ  ( hî     • 

L'intégrale  7=1     -r^- — rr  peut  se  calculer  à  l'aide  des 

méthodes  élémentaires;  mais  on  obtient  immédiatement 

sa  valeur  en  lui  appliquant  le  même  raisonnement  qu'à 

l'intégrale  J;  on  trouve  ■•—  2/  =  a  «irai,  si  aK  désigne  le 

Jz 
résidu  pour  z  =  —  1  de  la  fonction  j— - — -,  résidu  qui  est 

égal,  d'après  ce  qui  précède,  à — -==  = :•  En  défî- 

2  y  —  1  2l 

nitive, 

.  .     /tc       w       A  . 

2.Ô   =  11TZ  \ l       =  2TC,  J  =  7C. 

\2  2  / 

On  pouvait  éviter  toute  discussion  relative  à  la  déter- 
mination de  y/*, et  de  log 3  au  point  z  =  —  t,  en  remar- 
quant que  J  est  une  quantité  réelle  et  positive,  de  même 
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que  j  ;  or  on  a 

aJ  =  2iî:    y  ±  — .!o£  — 1  ±  H  =2tir    y±  - --—  dr  1  I, 

A"  désignant  un  enlier  positif,  négatif  ou  nul.  Pour  que  J 
soit  réel,  il  faut  que  le  coefficient  de  aiit  se  réduise  à  ±1, 
et,  pour  que  J  soit  positif,  il  faut  que  i  soit  précédé  du 
signe  — .  D'où  la  valeur  de  J  sans  ambiguïté. 
Calculons  maintenant  l'intégrale 


/      log  (  x  h —  )  dx 

c=  /    _A — W__. 


Observons  que,  si  l'on  change  x  en  7»  K  devient 


/"'"l0g($-4-i)^ 

^     — r^ — ' 


en  sorte  que  K  est  égal  à 


•        -        I  = =  -  IVx» 


10g  (-5  H-  J) 

La  fonction — - — -peut  s'écrire 


rji  [lo%(z  ■+■  0  ■+-  Io8(*  —  *)  —  lo«*l' 


Considérons  d'abord  la  fonction   °6l*  "*"*';   décrivons 

du  point  O  comme  centre  un  demi-cercle  C  dans  le  demi- 
plan  supérieur  xOy,  et  partons  du  point  O  avec  la  va- 
leur —  de  log  (z  +  1)  ;  la  fonction  ç,(,s)  =  ^  ,  ^ —  est  uni- 
forme à  l'intérieur  du  demi-cercle  C,  et  possède  dans  ce 
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domaine  le  pôle  5  =  -f-/.  Si  l'on  observe  que  l'intégrale 

/  Oi(z)dZ)  étendue  à  la  demi-circonférence  C,  tend  vers 

zéro  quand  le  rayon  de  C  croît  indéfiniment,  on  voit 
qu'en  appelant  a  le  résidu  de  Ç*(s)  au  point  O,  on  peut 
écrire 

d'après  la  détermination  choisie  pour  log(3  -f-  ï)» 

Considérons  de  même  la  fonction  o2(z)  =  — =---> 

uniforme  à  l'intérieur  d'un  demi-cercle  CJ  décrit  de  O 
comme  centre  dans  le  demi-plan  inférieur;  si  l'on  part  de 

z  =  o  avec  la  valeur de  log(z  —  i),  et,  si  l'on  ob- 

Je 

serve  que  l'axe  des  x  est  parcouru  de  +  00  à  —  00  quand 
on  décrit  le  contour  dans  le  sens  positif,  il  vient 

./_„  I-H52  —  IL  \  2/ 


-Ztnl 

V    £111     ~ 

—  il 

le  rée 

lie  f  !5 

0 

log(n-arî; 
i-t-a?* 

-  cfo? 

est  égale  à  2-log2. 


Enfin,  l'intégrale    /     — — -  dx  est  nulle,  car  on  a 
On  arriverait,  d'ailleurs,  à  cette  conclusion  en  intégrant 
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la  fonction  — "  .  le  long  du  demi-cercle  C  et  de  Taxe 

des  x. 

En  définitive,  on  voit  qu'on  a 


et 


/  i  •+-  x1 


dx  =  7c  loga, 


/ 


log(*+^j<*r  =  ^log2. 


i  -f-ar' 


Problème  n°  20. 


Valeur  de  Vintégrale 

jf  "*  (S=f)  *• 

Posons  ex  =y)  l'intégrale  cherchée  J  devient 


s:  "«  <&) 


y  +  \\    dy 

y 


Pour  évaluer  cette  dernière  intégrale,  partons  de  la  fonc- 

I  Z     I     I 

tion  P(s)  =  -  log ;  traçons  du  point  O  comme  centre 

(fie*  79)  dans  'e  demi-plan  des  y  positifs  un  demi-cercle  C, 


1    nnn 


nv        -j  Q         +1  rv       a> 


de  rayon  très  grand  R,  et  des  points  O,  —  1,  +1  comme 
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centres  trois  demi-cercles  c,  c7,  c?  de  rayon  très  petit  /\ 
Partons  d'un  point  très  éloigné  sur  l'axe  des  x  avec  la  va- 
leur réelle  F \  de  F (3);  la  fonction  F,  (z)  est  holomorphe 
dans  la  portion  du  demi-plan  supérieur  compris  entre  le 
demi-cercle  C  et  les  demi-cercles  c,  d>  c",  et  l'intégrale 

/  Y  s  (z)  dz,  étendue  au  contour  de  ce  domaine,  est  nulle. 

La  fonction  Ft  (z)  s'annule  pour  z  =  00  comme  —  ?  car 

la  détermination  choisie  pour  log     _    ou  log  (  1  -\ — ) 

T      I      £  T 

est  de  la  forme >  e  tendant  vers  zéro  avec  -•  L'intégrale 

/  Ft  (z)  dz  prise  le  long  du  demi-cercle  C  tend  donc  vers 
zéro  quand  R  croît  indéfiniment. 

D'autre  part,  le  segment  —  1          -+-  1  est  parcouru  dans 
l'intégration  avec  la  valeur  log îtz  du  logarithme, 

car  la  partie  imaginaire  du  logarithme  décroît  de  iiz  quand 
on  décrit  le  demi-cercle  c"  autour  du  point  -f- 1  dans  le 

sens  direct.  De  même  le  segment  —  1  m  est  parcouru 
avec  la  valeur  réelle  du  logarithme,  parce  que  la  partie 
imaginaire  du  logarithme  s'accroît  de  iiz  quand  le  demi- 
cercle  c'est  décrit  (autour  du  point  —  i)dan§le  sens  direct. 
Enfin,  pour  des  valeurs  àex  égales  et  de  signes  contraires, 

les  valeurs  réelles  de  log — — -  (pour  \x\  >  1),  ou  celles 

de  log  - — -  (pour  |  x  |  <  1),  sont  égales  et  de  signes  con- 
1  — ~  x 

traires;  il  suit  de  là  que  les  intégrales  I  Fi(z)dz,  éten- 
dues aux  deux  segments  —  R  —  (n-r)et(ï-j-r)  R 
se  doublent.  Les  intégrales  /  F*  (z)  dz,  étendues  aux  deux 

segments  — (1  -+-  r)         —  r  et  +  /•        (1  —  r)  se  dccom- 
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posent  chacune  en  deux  parties  : 

/.      /*•-+- 1\       dx  fdr 

les  parties  réelles  se  doublent,  les  parties  imaginaires  se 

détruisent. 

L'intégrale  étendue  aux  segments  de  Taxe  des  x  est 

r  / x  -4-  i\         dx 

donc  égale  à  4  /       log  (     _    )  x  —  et  a  pour  limite  4  J 

quand  tt  et  /•  tendent  vers  zéro. 

Enfin,  quand  r  tend  vers  zéro,  les  intégrales  étendues 
aux  cercles  c'  et  c"  tendent  vers  zéro  {voir  p.  443)  ;  l'in- 
tégrale 

peut  s'écrire 

|e|  tendant  vers  zéro  avec  r;  la  limite  de  l'expression  pré- 
cédente est  donc  — tc2.  D'où  la  relation 

4J  — it*  =  o,        J  =  -—. 

4 

Problème  n°  21. 
Résidu  pour  z  =  co  de  la  fonction 


** 


Les  points  critiques  de  la  fonction 
sont  a  et  (3;  la  valeur  de  F (2)  s'accroît  de  lir+e*  ou  de 
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—  2*"'TC£S,  suivant  qu'on  tourne  autour  du  point  z  =  cl  ou 
du  point  z  =  P  dans  le  sens  direct.  Les  différentes  branches 
de  F(*)  sont  uniformes  à  l'extérieur  d'un  cercle  quel- 
conque entourant  les  points  a,  (3.  Considérons  la  détermi- 
nation du  logarithme,    qui  s'annule  pour  3  =  00;  si  l'on 

pose  z  =  - ,  on  a  pour  £  voisin  de  zéro 

loS  " — ô  =  IoS  : — d  =  —  «C  (  n-  -?  -+- 


s  —  P  bi  —  K  *\  a  3         "         (n  +  i) 


I  2  tt  •+-  I 


Si  F{(z)  représente  la  détermination  de  F(^)  qui  corres- 
pond à  cette  valeur  du  logarithme,  toutes  les  autres  déter- 
minations sont  de  la  forme  Fi(z)-t-  zifcTzez,  k  étant  un 
entier  quelconque  positif  ou  négatif;  les  différentes 
branches  de  F(z)  ont  donc  même  résidu  pour  £  =  00,  car 

(ez  étant  holomorphe)  l'intégrale  si/en  f  ezdz,  étendue  à 

une  circonférence  de  rayon  quelconque,  est  nulle. 

'  Le  résidu  de  Ft  (z)  s'obtiendra  en  faisant  le  produit 
des  deux  séries  (1)  et  (2) 

,      .  y  III  II 

v    '  Ç        1.2  Ç2  n\  Ç« 

et  en  changeant  le  signe  du  coefficient  de  Ç. 
Ce  coefficient  est  égal  à 

r  a  a*  a"  1 

L         1.2        1.2.3  (  11  -+- 1  )  !  J 

[3          S2  8;*  1 

1+  —  h -— ^  -+-. .  .4-  7 — - — -.  -h. . .     =  e*  —  e$. 
1.2        1.2.3  (rt  +  i)!  J 

Le  résidu  cherché  est  donc  ea —  eP. 

On  arrive  au  même  résultat  en  observant  que  le  résidu 

est  égal  à  — r-  /  F{(z)  dz,  C  étant  un  cercle  de  rayon  très 
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grand  qu'on  parcoure  dans  le  sens  inverse.  Or  l'intégrale 
ne  change  pas  quand  on  déforme  le  contour  d'intégration 
de  telle  façon  qu'il  comprenne  toujours  à  son  intérieur  les 
points  a  et  (3>,  et  notamment  quand  on  le  réduit  à  un  con- 


Fig.  80. 


y 


a? 


tour  formé  de  deux  parallèles  au  segment  a,  (3  et  de  deux 
arcs  de  cercles  décrits  de  a,  [3  comme  centres;  si  Ton  fait 
tendre  la  distance  des  deux  parallèles  vers  zéro,  ainsi  que 
les  rayons  des  deux  cercles,  l'intégrale  étendue  à  ce  lacet 

dans  le  sens  direct  a  pour  limite  2  in    I   ez  dz,  car  les 

intégrales  étendues  aux  arcs  de  cercle  tendent  vers  zéro, 
et  le  segment  a(3  est  parcouru  une  première  fois  dans  le 
sens  aj3,  une  seconde  fois  dans  le  sens  j3a  avec  la  même 
valeur  de  la  fonction  diminuée  de  2itzez. 

On  trouverait  de  la  même  manière  comme  résidu  pour 
z  =  00  de  la  fonction 


—  a 


la  valeur 


F(*)=*»e*log- g 


ea[a«—  na"-1  -h  n(n  —  i)a"-2. ..-!-(—  *)nn\] 
—  e?[$"—n$»-1  h-/i(/i  —  !)P«-*...  -H— i)*  ri  l]r 


(n  désigne  un  entier  positif).        # 
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Problème  n°  22.  ' 
Résidu  pour  s  =  oo  de  la  fonction 

F(s)=  -r(2z*—  i)e-'(arc  tangs)2. 

z 

Les  points  critiques  de  la  fonction  F  (z)  sont  -\-iet  — i. 
Considérons  la  détermination  de  arc  tang£  qui,  pour  z 

très  grand,  diffère  peu  de  -;  on  a,  en  posant  z  =  r»  dans 

le  domaine  de  Ç  =  o  : 

arc  tangs  = arc  tangÇ  =  -  —  Ç  -+-  V  —  v  -h.... 

SiF4(z)  est  la  détermination  de  F(^)  qui  correspond  à 
cette  valeur  de  arctangs,  toutes  les  autres  déterminations 
de  F(z)  sont  de  la  forme 

x  • 

¥x{z)-\ — -(2Z!-  \)ez*{ïkn  arc  tangs  -h  A2?:2), 
z 

k  désignant  un  entier  positif  ou  négatif. 

Cherchons  le  résidu  de  ¥h{z)\  pour  simplifier  la  dis- 
cussion relative  au  pôle  z  =  o,  posons 

1(^)=(arctang^)2^2—  js  j  «3t+  ^J  -  ^(arc  tangz)2  =  ?(*)  —  <},(*), 

et  cherchons  les  résidus,  pour  z  =  oo,  de  cp  et  de  A.  Tout 
d'abord,  le  résidu  de  ty(z)  est  nul,  car,  pour  z  très  grand, 


_9 


^(s)  est  de  la  forme  — — —  ?  e  tendant  vers  zéro  avec  -• 

Pour  calculer  le  résidu  de  <p(s)  (qui   est  holomorphe  à 
l'origine),  observons  que  ce  résidu  est  égal  à  l'intégrai 

— r-  /  cp  (z)  dz  étendue,  dans  le  sens  inverse,  à  une  courLe 

fermée  quelconque  entourant  les  points  — jet-f-j.  Ré- 

T.   -  JRec.  •  33 
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duisons  celte  courbe  à  èlrc  un  lacet  L  (%fîg.  81)  formé  de 
deux  parallèles  //1,  /'/i;  à  Taxe  des  y  et  de  deux  arcs  de 
cercles  de  centre  -f-  i  et  —  1  :  nous  partons  du  point  m 
(situé  sur  Ox  à  droite  de  O)  avec  la  valeur  de  arclangs 
très  voisine  de  zéro,  car  en  partant  d'un  point  très  éloigné 

sur  Ox  avec  la  valeur--  de  arclangz  [qui  correspond  à 

Fig.   81. 


F|(j»)],  et  en  suivant  Taxe  des  x  positifs,  on  arrive  au 
point  O  avec  la  valeur  zéro  de  arctang^;  quand  on  dé- 
crit le  lacet  dans  le  sens  inverse,  on  arrive  ensuite  au 
point  m'  avec  la  valeur  de  arc  tang£  très  voisine  de  11,  car 
on  a  pivoté  autour  du  point  —  i  dans  le  sens  inverse. 
D'après  cela,  faisons  tendre  vers  zéro  la  distance  des 
droites  In,  In'  et  les  rayons  des  deux  cercles  :  les  inté- 
grales  étendues  aux  deux  cercles  tendent  vers  zéro  et  l'in- 
tégrale   /  '-o(z)  dz  a  pour  limite 


arc  tan £$-4-1:*]  '  d: 


=  ir.   f        U-2-i-  -^)  e  r*—  -pJ«>.arctangt>-H7r)^, 
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la  détermination  de  arctangz  étant  celle  qui  s'annule 
avec  s,  et,  par  suite,  changeant  de  signe  quand  on  change 
z  en  —  z.  La  fonction 

^•2 -h  j^j  e-y*—  -p J  arc  tangrr 

étant  une  fonction  impaire  de  y,  son  intégrale  prise  entre 
~i  et  -4-i  est  nulle,  et  l'expression  précédente  se  réduit  à 


xi 

'0 


—  2  tir3  |  [ 

6' 


Le  résidu  cherché  est  donc  égal  à  tc(  1 y 

Problème  n   23. 

Étudier  les  différentes   déterminations  '  de  Uinté- 

Cz      dz 
grale  I     .       — »  en  supposant  qu'on  parte  de  Vori- 

gine  avec  la  valeur  +  1  du  radical. 

Les  points  critiques  de  la  fonction^ z)  =  4        sont 

z  =  —  1 ,  5  =  + 1  et  ,5  =  00  :  si  Ton  pose  z  =  p  >  /(^)  esl 

de  la  forme  Ç-A(Ç),  A  étant  une  fonction  holomorphe 
de  Ç  dans  le  domaine  de  Ç  =  o.  Une  rotation,  dans  le  sens 
direct,  autour  d'un  des  points  £  =  rfci,  multiplie  par  —  i 
la  valeur  initiale  def(z);  une  rotation  autour  du  segment 
—  1^    N+i  de  Ox  change  le  signe  de /(;;). 

Ceci  posé,  partons  d'un  point  de  l'axe  des  y  négatifs  voi- 
sin de  l'origine  avec  la  valeur  de  J(z)  voisine  de  +  1,  et 
décrivons  entre  O  et  z  un  chemin  quelconque  L  assujetti 
seulement  à  ne  pas  rencontrer  le  segment  — 00^    ^+1  de 

3'2. 


500  QUATRIÈME    PARTIE. 

Taxe  des  x\  la  valeur  f\(z)  de /(s),  avec  laquelle  on  arrive 
*n  z9  est  bien  déterminée  (indépendante  du  chemin  suivi), 
pourvu  que  z  ne  fasse  pas  parlie  du  segment  — oc  ^4-i. 
Les  autres  valeurs  de /(s)  sont 

Intégrons  maintenant  la  fonction  ft(z) le  long  d'un  che- 
min L,  par  exemple  le  long  du  segment  qui  joint  O  et  z  : 

l'intégrale    /  f\{z)  dz  =  Ft(z)  est  indépendante  du  che- 

min  L  suivi,  car  f\(z)  est  holomorphe  entre  deux  tels 
chemins  L  et  L'. 

Au  lieu  de  suivre  un  chemin  L,  commençons  par  aller 
du  point  O  au  point  i  —  e  de  Taxe  des  x,  décrivons  un 
petit  cercle  c  autour  du  point  critique  z=i  et  revenons 
au  point  O,  puis  suivons  un  chemin  L  de  O  en  z.  Quand 
on  revient  à  l'origine,  la  valeur  de  l'intégrale  est  égale  à 

(i-f-0  f  rF4==(i  +  »>    0); 

d'autre  part,  le  chemin  L  est  parcouru  avec  la  détermina- 
tion/2  (5)= —  if\{z)  de  /,  en  sorte  qu'on  arrive  en  z 
avec  la  valeur 

F,(*)  =  (l-H*)w  -  *'I?l(*) 

de  l'intégrale.  Si  au  lieu  de  tourner  une  seule  fois  autour 
du  point  £=+1,  on  décrit  deux  fois  (ou  trois  fois)  le 
cercle,  on  arrive  en  z  avec  la  valeur 

F3(s)=20)  —  F, (3)         [ouF-i  z)  =  (i  —  i)w-WFi(-)] 

de  l'intégrale. 

Enfin,  avant  de  décrire  le  chemin  L,  on  peut  décrire  un 

(')  Il  suffit,  pour  s'en  rendre  compte,  d'observer  que  cette  valeur  est 
indépendante  du  rayon  de  c  et  de  faire  tendre  ce  rayon  vers  zéro. 
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nouveau  lacet  :  on  suit  l'axe  Ox  jusqu'au  point  i  —  e,  on 
tourne  une  fois  autour  du  point  z  =  i,  on  revient  au 
point  O,  puis  on  va  au  point  — (i  —  e),  on  tourne  trois 
fois  autour  du  point  z  =  —  i  et  Ton  revient  en  O,  avec  la 
valeur  +1  du  radical  et  la  valeur  2(1  ■+-*)&>  de  l'inté- 
grale; en  parcourant  ensuite  le  chemin  L,  on  arrive  en  z 

avec  la  valeur 

2(1 -h  t)w  -+-  Ft(z) 

de  F.  En  tournant  trois  fois  autour  dez  =  i  et  une  fois 
autour  de  z=  —  1,  on  voit  qu'on  arriverait  en  z  avec  la 
valeur  2(1  —  i)(ù  4-Ff(z);  d'où  il  résulte  que  2(1  —  i)<ù 
et  2(1  -h  i)tù  sont  des  périodes  de  l'intégrale,  et  que,  en 
combinant  convenablement  les  lacets  précédents,  on 
pourra  arriver  en  z  avec  une  valeur  quelconque  de  F (3) 
de  la  forme 

F1(3)  +  2io(m  +  m),  —  iFi(z)-+-  tù\im  -+-  i-h  i(in  -h  1)], 
—  Fi(*)-haco(/n-hi/t),         ~+-  iF1(z)-+-  {a[im  -+-  r  -h  i(*n  -f-  1)], 

m  et  n  désignant  des  entiers  quelconques,  positifs,  nuls 
ou  négatifs,  de  même  parité. 

Je  dis  que  ces  valeurs  constituent  les  seules  valeurs 
possibles  de  F(s),  autrement  dit  que  F(z)  n'admet  pas  de 
périodes  distinctes  de  2(1+1)0)  et  2(1  —  /)co.  Suivons, 
en  effet,  entre  O  et  z  un  chemin  absolument  quelconque  : 
nous  arrivons  en  z  avec  la  valeur  F(z)  de  l'intégrale  et 
avec  une  des  quatre  valeurs  de/,  soit  la  valeur  f2  = —  ifK  ; 
revenons  alors  au  point  O  en  suivant,  en  sens  inverse,  un 
chemin  L  et  le  premier  lacet  (celui  qui  tourne  une  fois 
autour  du  point  +1);  nous  décrivons  ainsi  un  contour 
fermé  G  qui  nous  ramène  à  l'origine  avec  la  valeur  initiale 
+  1  de/(*);  la  différence  entre  F(s)  et  F«(s)  est  égale  à 

l'intégrale   A=  /  f\z)dz  prise  le  long  de  ce    contour. 

Tout  revient  à  montrer  que  la  valeur  de  cette  intégrale  est 
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de  la  forme  am(i  -f-  /  )<o  -+-  2/1(1  —  /'W,  m  et  n  étant  des 
entiers  quelconques. 

Marquons  sur  le  contour  C  (Jig.  82)  les  points  succes- 
sifs M|,  M2,  M3,  . . .,  où  ce  contour  traverse  l'axe  des  xy 
et  soit  I\  un  point  de  C  pris  entre  Mf  et  M2,  P2  un  point 
pris  entre  M2,  M3,  etc.  Il  nous  est  loisible,  en  arrivant  en 
P<,  d'aller  au  point  O  et  de  revenir  au  point  P<,  sans  que 
la  valeur  de  l'intégrale  soit  changée,  et  la  même  remarque 
s'applique  aux  points  P2,  P3,  ....  Nous  décrivons  aussi 
des  contours  fermés  successifs  G4,  C2,  . .  •  dont  certains 
renferment  le  point  +1,  certains  le  point  — 1,  d'autres 
enfin  ne  renferment  aucun  point  critique;  nous  suppri- 

Fig.  82. 


+  1 


mons  ces  derniers  immédiatement.  Si  tous  les  contours 
Ci,  G2,  . . .  sont  ainsi  supprimés,  l'intégrale  A  est  nulle; 
sinon,  l'intégrale  prise  le  long  du  premier  contour  restant, 
soit  Cf,  est  égale  (au  signe  près)  à  (1+  i)co  (*)  et  l'on  re- 
vient au  point  O,  après  avoir  parcouru  Ci,  avec  la  valeur 
—  i  de /(s);  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  suivant 
est  égale  à  — i(i-f-z)o>  (au  signe  près),  c'est-à-dire  à 
1  —  *<o,  et  l'on  revient  en  O  avec  la  valeur  ( —  i)X(' —  i) 
ou  — 1  de  f(z),  et  ainsi  de  suite. 

(*)  Si,  par  exemple,  G,  renferme  le  point  — 1,  l'intégrale  prise  le  long 
de  Cf  est  égale  à  l'intégrale  prise  le  long  du  lacet  O^  ^— 1  qui  tourne 
une  fois  autour  du  point  — 1,  car  on  peut  déformer  Ct  d'une  façon  con- 
tinue de  façon  à  l'amener  à  coïncider  avec  ce  lacet,  sans  rencontrer  de 
singularité  de  f(z). 
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Pour  qu'on  revienne  à  l'origine  avec  la  valeur  +  1,  il 
faut  que  le  nombre  des  contours  Gl?  C2,  •  •  •  (non  suppri- 
més) soit  un  multiple  de  4>  et  l'intégrale  A  est  de  la  forme 

A  =  o)(n-  i)[zt  idb  idzidz  i -+-...], 

le  nombre  des  termes  du  coefficient  de  w(i  -f-  i)  étant  un 
multiple  de  4;  A  est  donc  bien  de  la  forme 

2w[/»(i+  i)-\-  n(i  —  i)], 

m  et  n  étant  des  entiers  quelconques.  c.q.f.d. 

Observons  que  l'intégrale    I  f(z)dz  n'a  pas  de  points 

logarithmiques  ni  à  distance  finie,  ni  à  l'infini.  En  effet, 
les  infinis  z=±\  de  f(z)  sont  d'ordre  moindre  que  i  et, 

si  l'on  fait  z=  •=>  l'intégrale 

J  çVs2-!     J    ç2  v  ' 

admet  le  point  Ç  =  o  comme  pôle  algébrique  d'ordre  £. 
L'intégrale  F  (s)  est  donc  une  intégrale  abélienne  de  se- 
conde  espèce  à  deux  périodes. 

Deuxième  solution.  —  On  arrive  à  la  même  conclusion 
en  ramenant  l'intégrale  aux  intégrales  elliptiques.  Toutes 
les  valeurs  de  F  (s)  sont  de  la  forme  F,(s)  -{-A,  (i=  i ,  i ,  3, 4)? 
Ff,F2,F3,  F4  désignant  les  quatre  déterminations  de  F 
énumérées  plus  haut,  et  A  une  période  de  F,  c'est-à-dire 
l'intégrale  prise  le  long  d'un  chemin  fermé  quelconque  C 
qui,  partant  du  point  O,  y  ramène  avec  la  valeur  initiale 
du  radical.  Si  A  est  une  période,  — A  et  ±:  Ai  sont  aussi 
des  périodes.  L'hypothèse  que  le  chemin  C  passe  par 
l'origine  est  d'ailleurs  superflue  :  quand  un  contour  fermé, 
partant  d'un  point  A  quelconque,  y  ramène  avec  la  valeur 
initiale  du  radical,  il  est  toujours  loisible  d'aller  du  point  A 
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au  point  O  et  d'en  revenir  sur  le  segment  AO,  et  de  for- 
mer ainsi  un  contour  C. 

Posons  maintenant  i  — z2  =  Ç4,  ou  bien 

l'intégrale  F(s)  =  /\-t4==  devient  aF,(Ç)  =  2  f,-7=L, 

intégrale  elliptique  de  seconde  espèce.  Les  périodes  de 
F(z)  etF,(Ç)  sont,  d'ailleurs,  les  mêmes  :  en  effet,  quand 
le  point  z  décrit  dans  son  plan  une  courbe  fermée  qui  ra- 
mène au  point  initial    avec   la  même  valeur  du  radical 

\t i — z1 ,  le  point  Ç  =  y/i  —  z1  revient,  lui  aussi,  à  son 
point  de  départ,  et  avec  la  même  valeur  de  y/i  —  Ç4  =  z; 
inversement,  quand  Ç  décrit  une  courbe  fermée  dans  son 
plan  qui  ramène  au  point  de  départ  avec  la  même  valeur 
du  radical  y  1  —  Ç4 ,  le  point  z  revient  à  son  point  de  dé- 
part avec  la  même  valeur  du  radical  y/i  —  z'1]  toute  pé- 
riode de  F  est  donc  période  de  Ff(Ç),  et  réciproquement. 
Or  F^Ç)  n'a  que  deux  périodes 

et 

f  if-^-   =2(1-0    / 

On  voit  donc  que  F(*)  =  2F«(Ç)  est  une  intégrale  abélienne 
de  seconde  espèce  (f)  à  deux  périodes  %<*.{i-\-i)  et 
4a(i —  i),  a  désignant  l'intégrale 


r1  x*  d 

J.  n= 


x*  dx 

x* 


(*)  La  fonction  F,(Ç)  n'ayant  pas  de  points  logarithmiques,  la  trans- 
formation (i),  Ç  =  f/i  —  z*>  ne  peut  en  introduire. 
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qui  est  égale  à  la  moitié  de  l'intégrale 


r1—— 

1  Vï= 


Si  l'on  considère  les  deux  courbes  algébriques 

(2)  Z*-i  +  ^=o, 

Y* 

(3)  S— n-Ç*=o, 

la  transformation  (1),  z  =  S,  Z  =  Ç,  fait  correspondre 
point  par  point  les  deux  courbes.  L'inlégrale  F(*)  est 
l'intégrale  de  seconde  espèce  attachée  à  la  courbe  ellip- 
tique (2),  où  l'on  a  pris  comme  variable  indépendante 
non  pas  Z,  mais  z. 

'  Problème  n°  24. 

Montrer  que  les  intégrales 

dz_ Ç dz 

V^A(z  -«;*(*  —  £)*(*  —  c)*'  J    V/A(^  —  a)2(*  — 


/i 


6)3(2  —  C)3 
rf-3 


Î/A(«  —  a)3(z  —  &)*(*  —  c)« 

n'o/i£  grwe  deux  périodes,  et  que  les  fonctions  inverses 
de  ces  intégrales  sont  des  fonctions  uniformes  double- 
ment périodiques  {a^b^  c). 

Étudions  d'abord  la  première  intégrale 

F(*)=r         * 

JZo    \/A(z-a)*(z  —  b)*(z-c)* 

en  partant  de  z0  avec  une  détermination  donnée  du  ra- 
dical. On  pourrait  discuter  directement  les  valeurs  de  cette 
intégrale,  comme  on  l'a  fait  plus  haut  pour  l'intégrale 


rs     dz 


5o6  QUATRIÈME    PARTIE. 

Si  Ton  se  rend  du  point  z0  au  point  £,  d'abord  sur  le  seg- 
ment z0  z,  puis  sur  un  chemin  qui  tourne  une  fois  autour  du 
point  z  =  a,  enfin  sur  un  chemin  qui  tourne  deux  fois  autour 
du  point  £  =  a,  on  arrive  en  z  avec  trois  déterminations 
F,  (z),  Fa(z),  F8(*)  de  F,  et  toutes  les  autres  détermina- 
tions de  F(z)  sont  de  la  forme  F|(^)-f-A,  (1  =  1,2,  3), 
A  désignant  une  période  de  F(s),  c'est-à-dire  la  valeur  de 
l'intégrale  étendue  à  un  contour  fermé  quelconque  qui 
ramène  au  point  initial  avec  la  même  détermination  du  ra- 
dical. On  obtiendra  par  exemple  un  contour  C  en  décri- 
vant deux  fois  un  petit  cercle  autour  de  a,  en  allant  en- 
suite de  a  jusqu'en  è,  en  tournant  une  fois  autour  de  6  et 
en  revenant  au  point  a;  il  suit  de  là  que  la  quantité 


dz 


=('-^)X^ 


(z  —  a)(z  —  b)(z  —  c) 
est  une  période,  e  désignant  la  racine  cubique  de  l'unité 

('XTZ  .     .       2r\ 

cos  -—  -htsin  —  ); 

tût  est  aussi  une  période,  car  le  contour  peut  être  parcouru 
avec  une  détermination  quelconque  du  radical.  On  mon- 
trerait enfin  que  toutes  les  périodes  se  ramènent  aux  pré- 
cédentes. 

Mais  la  transformation  suivante  est  plus  rapide  5  rejetons 
à  l'infini  un  des  zéros  du  radical  à  l'aide  de  la  transfor- 
mation z=  z >  qui  change  l'intégrale  F(z)  en  la  sui- 

ensuite  de  la  transformation  Ç  =  ),Ç,-f-a  pour  ramener 
les  racines  du  nouveau  radical  à  être  égales  à  -+-  1  et  à  — 1. 
On  a,  en  définitive,  à  étudier  l'intégrale 


1  dX,  t 

vante  :    /    ,  et  servons- nous 
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Posons    i  —  z*  =  V,    l'intégrale  G(z)=    f  jj-—  — 

J  vO  —  **)* 

devient  G|(?)  =  |  /  2      *     ;  les  périodes  de  G(z)  et  de 

Gf(Ç)  sont  les  mêmes,  car  les  deux  courbes 

(2)  Z*  —  i4-aJ  =  o, 

(3)  Ç1_,_f-Ç3  =  0 

se  correspondent  point  par  point  dans  la  transformation 

y 
z  =  ^,  Z  =  Ç  (voir  l'exercice  précédent);  Fintégrale  G(z) 

n'a  donc  que  deux  périodes.  On  peut  dire  que  G(z)  est 
l'intégrale  de  première  espèce  attachée  à  la  courbe  ellip- 
tique (2),  où  l'on  a  pris  comme  variable  indépendante, 
non  pas  Z,  mais  z. 

Considérons  maintenant  la  fonction  z(w)  définie  par 
l'égalité 

dz 
Yk{z  —  a)*(z  —  b)*(z  —  c)* 


(4)  jf  ~~    .-.,.  =  «s 


une  transformation  homographique  effectuée  sur  z  ramène 
cette  égalité  à  la  forme 

(5)  f'  „    dZ        =»VB, 

et  cette  dernière  égalité  devient  elle-même,  moyennant  la 
transformation  z  =  y/ 1  —  Ç3 , 


Cette  dernière  égalité    définit  Ç  comme  fonction  uni- 
forme  doublement  périodique  de  w  ('),  et,  par  suite,  -, 


dw 


(*)  Si  p(u)  représente  la  fonction  de  M.  Weicrstrass  qui  correspond 
au  radical  ^4(p»_ 1),  on  a  Ç(tv)  =  p  (w-3-7  -4-Cle  j. 
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ou-y/By/i  —  £3  ;  la  fonclion  z(w)  =  ^/i  —  £3  est   donc 

elle-même  une  fonction  uniforme  doublement  périodique 

de  tv  (égale  à  -~  à  un  facteur  constant  près  j,  et,  comme 

on  revient  à  la  première  var:;ible  z  par  une  transforma- 
tion homograpliique,  on  voit  que  la  fonction  z(w)  définie 

par  (4)  est  de  la  forme  *»,,    { Ç»  a,  3,  v,  8  étant  des  con- 

slantes,  et  Ç'  représentant  -y^-- 

Observons  que   les    périodes  de   l'intégrale    /  * 

f  J  V*-¥ 

[périodes   qui   donnent   celles   de  F(s)]   sont   égales    à 
2   /      ,  et  à  2   /      ,,  les  deux  intégrales  étant 

Jx      Vl-Ç  Je       VT=Ï*  8 

prises  le  long  des  segments  qui  joignent  les  deux  points 
extrêmes;  la  transformation  z  =  ezt  montre  que  la  seconde 
est  bien  égale  à  la  première  multipliée  par  e.  Le  rapport 
des  périodes  de  la  fonction  z(w)  est  e  (en  choisissant 
convenablement  les  périodes  simples). 
Pour  étudier  la  seconde  intégrale 


/. 


dz 

=  w. 


y/À  (z  —  a)*(*  —  by(z  —  c)* 


on  se  sert  de  la  transformation  homographïque  pour  re- 
jeter à  l'infini  le  zéro  z  =  a  du  radical  et  pour  ra- 
mener l'intégrale  à  la  suivante 


G(z)=f  dz 


la  transformation  i  —  z2  =  Ç4  donne  alors 

2  dz 


EXERCICES    SUR    LA    THÉORIE  DES    FONCTIONS.  5og 

et  montre  à  la  fois  que  G(z)  n'a  que  deux  périodes  et  que 
z  est  une  fonction  uniforme  doublement  périodique  de  (v; 
l'intégrale  G(z)  ne  diffère  pas  de  l'intégrale  de  première 
espèce  attachée  à  la  courbe  elliptique  Z4  —  i  -+-  z2=z  o,  où 
l'on  prend  comme  variable  indépendante  non  pas  Z,  mais  z. 
La  fonction  z(w)  est  une  fonction  homoè"  aphjque  de  la 

fonction  cnudnu  (pour  k2  = — 1),  où  u  =—«»-+-  Cte. 
Le  rapport  des  périodes  est  égal  à  i,  car  les  intégrales 

Çl      dz  /'"'       dz 

*Jt    x/T=Y+'       ÀJt      s/T=7» 

ont  pour  rapport  i,  ainsi  qu'on  le  voit  en  changeant  z 
en  iz.  Il  était  certain  d'ailleurs,  a  priori,  qu'à  toute  pé- 
riode A  de  l'intégrale  donnée  devait  coriespondre  une 
période  Ai,  puisque  le  même  contour  peut  être  parcouru 
avec  deux  valeurs  du  radical  dont  le  rapport  est  égal  à  i. 
Pour  étudier  la  troisième  intégrale, 


r 


dz 

=  w, 


*'5i 


VH*  —  af{z  —  b)^(z  —  c)» 


nous  nous  servons  encore  de  la  transformation  homogra- 
phique  pour  donner  aux  racines  a,  b,  c  du  radical  les  va- 
leurs 1,  o,  00  respectivement;  l'intégrale  s'écrit  alors 

Posons  z  =  î3,  l'intégrale  G(z)  devient 

G(z)  et  G|(C)  ont  mêmes  périodes;  en  effet,  les  deux 
courbes  algébriques 

(7)  Z«-5*(i-*)»=o, 
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se  correspondent  point  par  point  dans  la  transforma- 


tion * 


-p.  <  =    » 


L  —  v  s*  x 


-8(1  —  *)' 


quand  z  décrit  un  contour  fermé  qui  ramène  au  point 
de  départ  avec  la  même  valeur  de  Z,  Ç  décrit  un  con- 
tour fermé  qui  ramène  au  point  de  départ  avec  la  même 

valeur  de  Ç,  et  réciproquement.  Il  suit  de  là  que  l'in- 
tégrale donnée  est  une  intégrale  abélienne  de  première 
espèce  à  deux  périodes,  et  que  la  fonction  z(w)  est  une 
fonction  uniforme  et  doublement  de  w,  qu'on  peut  écrire 

Y 
fonction  de  M.  Weierstrass  qui  correspond    au   radical 


z=  "  '  T  ,;   -;  avec  u  =  7  \,'\$w  -h  Gte,    p(u)   étant    la 


2/ 


Problème  n°  25. 

Si  dans  la  fonction  elliptique  sn**z/,  on  remplace  u 
par  a  log*,  quelles  valeurs  faut-il  donner  à  la  con- 
stante a  pour  que  la  fonction  f(z)  ainsi  obtenue  soit 
uniforme. 

La  fonction  sn^u  (où  k2  a  une  valeur  donnée)  est  une 
fonction  uniforme,  doublement  périodique,  de  u  :  soit  w 
et  iù1  ses  deux  périodes.  Si  l'on  remplace  u  par  a  log z,  la 
fonction  f(z)  ainsi  définie  ne  saurait  avoir  d'autres  points 
critiques  (à  distance  finie)  que  <s  =  o;  quand  on  tourne 
autour  de  ce  point,  u  =  a  log*  se  change  en  u  -+-  2  iaiz^  et 
f(z)=  snu  se  change  en  sn(u  -f-  iiarS)\  pour  que  z  =  o 
ne  soit  pas  un  point  critique  de /(s),  il  faut  donc  qu'on 
ait 

sn ( m  H-  a ia r)-=  sn ( w ). 
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autrement  dit,  que  21  an  soit  une  période  de  sn,  ou  enfin 
que  a  soit  égal  à  - — -. >  |x  et  v  étant  des  entiers  quel- 
conques {positif  s  ou  négatifs).  Cette  condition  est,  d'ail- 
leurs, suffisante;  car  si  elle  est"  remplie,  aux  différentes 
déterminations  de  logs  correspond  une  valeur  unique 
de /(s). 

m  0)  -+-  n  <o  ' 

Quand,  dans/(z),  on  change  z  en  z  x  e      a       ,f(z)  ne 
change  pas  de  valeur  (m  et  n  sont  des  entiers  quelconques); 

mtù  +  nta' 

car  soit  zt=ze      a       ,  on  a 

U\  =  a\ogZi=  alogz  +  /nw  +  nw'=  u  -+-  ni  o>  .-h  n  u/  ; 
donc  sntfj=  snw.  La  fonction  uniforme 

-  /  JJLW  -H  VU)' 

jouit  donc  de  la  propriété  /(s)=/(C.s),  C  étant  de  la 
forme 

m  (ù  -t-  n  0)' 

2tTZ r 

g  [LU)  ■+-  VU) 

Par  exemple,  si  a  =  —^yf(z)  ne  change  pas  quand  on 
change  3  en  5  x  e 


Ci) 


Problème  n°  26. 

Déterminer  le  cercle  de  convergence  des  séries  de 
Mac-Laurin  qui  représentent  les  trois  racines  u(z)  de 
Véquation 

F  (a,  z)  ^  u*-r-  3uz* — iz*-{-  jz —  3  =0. 
Même  question  pour  l'équation 

(2£3—  JZ-\-  3)a3-f-  3  l^Z*-  —  l=0. 
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Pour  z  =  o,  ces  trois  racines  ont  comme  valeurs 

u\  =  y/3,  1/5  =  (<m,s  '-*  +  i  sin  ??)  "y  3, 

"î=(cos    .---+-  /sin    —  j  /*. 

Les  dérivées  successives  (pour  5  =  0)  des  trois  fonctions 
f/i  (5),  Wa(^),  ^3(5)?  qui  correspondent  à  ces  trois  valeurs 
initiales  de  u  se  calculent  d'après  la  règle  de  diflerentia- 

tion  des  fonctions  implicites.  On  trouve,  par  exemple, 


w0  ayant  une  des  valeurs  a°lf  //",  i/.J,  suivant  qu'on  con- 
sidère la  fonction  W|(*),  ou  u2(z),  ou  */3(*).  Quel  sera  le 
cercle  de  convergence  des  trois  séries  de  Mac-Laurin  ainsi 
calculées? 

Aucune  des  déterminations  de  u(z)  ne  devient  infinie 
pour  une  valeur  finie  de  z.  Quant  aux.  points  critiques 
de  u(z),  ils  sont  donnés  par  les  deux  conditions 

F(#,  Z)=~=  IÛ —  'àllZ- —  'i-33    :-  ~Z  —  3  =  O, 

dF 

—  ss3ms— 3~s  =  o, 

ou 

d'où  Ton  tire  le  double  système 

u  —  —  z.         7  z  —  3  =  0 
et 

u  =  +  z,        4~3 — 7Z-H  3=-=4(z —  \){z— -J)(*-H-f)  =  o. 

Les  points  critiques  cherchés  sont  donc  :  zK  =  |, 
z2  = —  |,  z$  =  !2 ,  ^4  =  1  ;  en  ces  points,  deux,  déter- 
minations de  u(z)  deviennent  égales  à  — f  pour  *  =  !, 
à  —  |  pour  z  =—  f ,  à  \  pour  z  =  £,  à  1  pour  'z  =  1  ;  la 
troisième   détermination  de   u  est  égale,  respectivement 
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à  f ,  -f-3,  —i,—2  pour  z  =  f ,  z  =—  \,  z  =  {,  z  =  \. 
Dans  le  voisinage  de  ces  quatre  points,  z^  z2,  zZi  *4,  les 
deux  déterminations  de  u(z)  qui  deviennent  égales  se 
permutent;  en  effet,  pour  z  = —  f,  u  =~ ,  on  a 

•     —  =  o,  —  === —  6tt^-G^  +  7^o; 

ou  oz  ' 

-r-  est  donc  infini,  et  la  même  remarque  s'applique  aux 

autres  points  critiques. 

Ceci  posé,  donnons  à  z  des  valeurs  réelles  :  pour  x  =  o, 


Fig.  83. 


nJ 


7     a 


deux  des  racines  u  (à  savoir,  w2  et  uz)  sont  imaginaires, 
et  elles  restent  imaginaires  tant  que  Ton  a 

par  conséquent,  tant  que  #  varie  entre  —  f  et  f  ;  pour 
x  = — |  et  pour  x  =  \,  les  deux  racines  imaginaires  de- 
viennent égales  et  se  permutent  autour  des  points  z  = —  f 
et  z  =  |;  les  deux  développements  de  Mac-Laurin,  qui  re- 
présentent u2  et  w3,  ne  peuvent  donc  converger  au  delà 
du  point  z= — f,  et,  comme  ils  convergent  sûrement  à 
l'intérieur  du  cercle  de  rayon  égal  à  |,  on  voit  que  le  rayon 
du  cercle  de  convergence  sera  égal  à  f  pour  les  deux  séries 
entières  qui  représentent  u2(%)  et  uz(z). 

Occupons-nous  maintenant  de  ui(z);   quand  x  varie 
entre  -t-f  et  |,  les  trois  racines   u  sont  réelles  et  dis 
tinctes  ;  pour  x  =  j,  u2  et  u*  sont  égales  à  —  \  et,  par  suite, 
T;  -  Rec  33 
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u{  à  f  ;  U\  reste  donc  la  plus  grande  des  racines  dans 
l'intervalle  f<#<5Î  pour  x  =  £,  deux  racines  sont 
égales  à  £,  la  troisième  à  — i,  donc  ut  est  égale  à  £  et  se 
permute  autour  du  point  *  =  £  avec  la  plus  grande  des 
deux  autres  racines.  D'après  cela,  si  Ton  décrit,  du  point  O 
comme  centre,  un  cercle  de  rayon  égal  à  £,  la  fonction  ut(z) 
n'admet  aucun  point  singulier  à  l'intérieur  de  ce  cercle, 
mais  présente  sur  la  périphérie  de  ce  cercle  le  point  cri- 
tique z  =  £;  le  rayon  de  convergence  de  la  série  entière, 
qui  représente  ii\{z),  est  donc  égal  à  \. 

En  définitive,  des  trois  séries  de  Mac-La u ri n  considérées, 
la  série  ut(z),  dont  les  coefficients  sont  réels,  converge 
dans  un  cercle  de  rayon  £,  et  les  deux  séries  u2(z)^  ut  (s), 
dont  les  coefficients  sont  imaginaires,  converge  dans  un 
cercle  de  rayon  |. 

Passons  à  l'équation 

(l)  (2  53  -7*H-3)M3-f-  3  !£*£*— 1  =  0. 

C'est  la  transformée  en  —  de  la  précédente;  la  fonction  u(z) 

définie  par(i)  possède  donc  les  mêmes  points  critiques 
que  précédemment;  mais,  de  plus,  une  détermination  de 
u(z)  et  une  seule  devient  infinie  pour  les  trois  valeurs  de  z 
qui  annulent  l'expression  as8  —  7  z  -+-  3;  ces  trois  valeurs 
de  z  sont  réelles  et  séparées  par  o  et  1;  d'une  façon  plus 
précise,  une  de  ces  valeurs  est  moindre  que  —  |,  une  autre 
z  =  a  est  comprise  entre  \  et  5  ;  la  troisième  est  plus  grande 
que  |.  D'après  cela,  si  l'on  décrit,  du  point  O  comme 
centre,  un  cercle  de  rayon  f,  les  deux  fonctions  u*(z), 
u3(z),  qui  sont  imaginaires  pour  z  =  o,  sont  holomorphes 
dans  ce  cercle  et  admettent  le  point  z=*  comme  point 
critique;  les  séries  de  Mac-Laurin  correspondantes  ont 
donc  ce  cercle  pour  cercle  de  convergence.  Quant  à  la 
fonction  u*(z),  son  rayon  de  convergence  est  a  ou  5,  sui- 
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vant  qu'elle  devient  ou  non  infinie  pour  z  =  a;  pour  lever 

celte  ambiguïté,  posons  u  =  -;  dans  l'intervalle  y<C#<£, 

^o  fa>  *>s  sont  réelles  et  *>f  (qui  correspond  à  u{)  est  la  plus 
grande  racine;  pour  z  =  a,  une  des  valeurs  de  v  est  nulle. 

les  deux  autres  sont  égales  à  H-  a  y/3  et  à  —  a  y/3  ;  c'est  donc 
la  racine  intermédiaire  v2  qui  s'annule,  et,  par  suite,  uK  reste 

fini  pour  z  =  a,     a«  =  — »    ;  la  série  de  Mac-Laurin,  qui 

L  «P  J 

représente  #<(«),  converge  donc  pour  |  z  |  <  3. 

Problème  n°  27. 

R.(w,  2)  étant  une  fraction  rationnelle  en  w,  déter- 
miner toutes  les  équations  différentielles  de  la  forme 

(1)  g  =  R(<v,*), 

rfon*  V intégrale  générale  a  ses  points  critiques  fixes. 

Soit  iv  =  F(5,  C)  une  intégrale  de  l'équation  (1),  C  dé- 
signant la  constante  d'intégration.  Si  l'équation  (1)  est 
quelconque,  la  fonction  F(z)  possède  des  points  critiques 
z=  a  (c'est-à-dire  des  points  autour  desquels  plusieurs 
déterminations  de  F  se  permutent),  et  ces  points  varient 
en  général  avec  la  constante  d'intégration  C.  Quand  ils 
en  sont  indépendants,  on  dit  que  l'équation  (1)  a  ses 
points  critiques  fixes  :  nous  voulons  déterminer  toutes 
les  équations  (1)  à  points  critiques  fixes 

Écrivons  l'équation  (1)  ainsi  : 

dw  _  P  (»>,*) 
v   '  dz  ~~  QCw,*)' 

■ 

P  et  Q  étant  deux  polynômes  en  w  qui   (pour  z  quel- 
conque) sont  premiers  entre  eux.  Montrons  d'abord  que, 

33. 
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si  l'équation  (2)  est  de  l'espèce  considérée,   le   second 
membre  de  (2)  est  un  polynôme  en  w. 

Par  hypothèse,  les  points  critiques  de  l'équation  (2) 
sont  fixes  :  soit  z0  un  point  quelconque  du  plan  des  zy  qui 
ne  coïncide  pas  avec  un  de  ces  points  fixes,  et  pour  lequel 
les  coefficients  a, (s)  de  P  et  Q  sont  holoraorphes  ;  soit,  de 
plus,  w0  une  racine  de  l'équation  Q(cp,  z0)  =  o.  L'équa- 
tion (2)  possède  une  intégrale  w{z)  qui,  pour  z  =  z0,  est 
égale  à  cv0,  et  cette  intégrale  admet  le  point  z  =  z0  comme 
point  critique  (')  ;  il  y  a  donc  contradiction  avec  l'hypo- 
thèse, à  moins  que  Q  ne  soit  indépendant  de  w\  autre- 
ment dit,  il  faut  que  R  soit  un  polynôme. 

Si  l'on  change  maintenant  w  en  — ,  l'équation  en  «>,  a 

encore  ses  points  critiques  fixes  et  doit  satisfaire,  par  suite, 
à  la  condition  précédente  ;  or  cette  nouvelle  équation  s'écrit 


dz  \w\       1 


et,  pour  que  son  second  membre  soit  un  polynôme,  il  faut 
que  P(«>,  z)  soit  au  plus  du  second  degré  en  w. 

Toutes  les  équations  cherchées  doivent  donc  être  delà 
forme 

(3)  ^  =«<*)«*+ PCO«H-Y(*). 

11  se  trouve  d'ailleurs  que  les  conditions  nécessaires 
exprimées  jusqu'ici  sont  suffisantes.  En  effet,  l'intégrale 

(*)  C'est  là  un  théorème  classique,  qui  se  démontre,  d'ailleurs,  aus- 
sitôt eu  considérant  l'équation  ~=-  =  g;  cette  équation  possède  une 
intégrale  de  la  forme 

z  —  z9  =  (tv  — (v0)w+'Xh-(«v  —  (v0)»+»|i  +  ...,         (a^o), 

si  n  est  l'ordre  de  la  racine  w  =  cv0  de  l'équation  Q  (fv,  zQ)  =  o;  l'équa- 
tion (a)  possède  donc  une  intégrale  w  (z)  égale  à  tv0  pour  z  =  zQ  et  dont 
(/t  +  i)  déterminations  se  permutent  autour  du  point  z  =  z9. 
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générale  d'une  équation  (3),  qui  est  une  équation  de 
Riccati,  peut  s'écrire 

ti/i  -H  cpi 

f-i  ?j/o  ?«  étant  des  fonctions  déterminées  de  z,  et  les 
points  singuliers  de  w(z)  autres  que  des  pôles  (points 
critiques  et  points  essentiels)  coïncident  nécessairement 
avec  des  points  singuliers  de/,  f,Jit  fft. 

Pour  que  les  pôles  eux-mêmes  soient  fixes,  il  faut  et  il 
suffit  que  C  ne  figure  pas  au  dénominateur  du  second 
membre  de  (4),  autrement  dit  que  l'équation  (i)  soit 
linéaire. 

En  particulier,  si  z  ne  figure  pas  dans  R,  l'équalion  ne 
peut  avoir  ses  points  critiques  fixes  sans  que  son  intégrale 
soit  uniforme;  en  effet,  l'intégrale  générale  se  déduit  d'une 
intégrale  particulière  w(z)  en  changeant  z  en  z  +  G,  et  si 
z  =  z0  était  un  point  critique  de  w(z),  z0  +  C  serait  aussi 
un  point  critique  d'une  autre  intégrale.  On  vérifie  ce  ré- 
sultat immédiatement  sur  l'équation  (3),  où  a,  [3,  y  sont 
indépendants  de  *;  on  peut  écrire 

(5)  -^  =  a(<v  —  X)(w  —  ^), 

et  cette  équation  a  pour  intégrale 

W  —  A 

Toutefois,  si  \=  u.,  l'intégrale  est 

r 


«(*-+- C) 


Si  le  second  membre  de  (5)  est  de  la  forme  a(w —  X), 
l'intégrale  est  w  =  X  -+-  Ce**,  et,  s'il  se  réduit  à  a,  l'inté- 
grale est  w  =  olz  -h  C. 
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Quand  l'intégrale  générale  d'une  équation  -y-  =  R(ci') 

est  uniforme,  cette  intégrale  est  donc  une  fonction  homo- 
grapbique  de  ckz  ou  de  z. 


Problème  n   28. 

A,  B,  C  étant  trois  polynômes  en  w,  déterminer  toutes 
les  équations  de  la  forme 

(i)  A(w,*)^y  —  îB(ip,«)  J^-t-C^,  *)  =  <>, 

dont  les  points  critiques  sont  fixes. 

Nous  supposons  que,  pour  z  quelconque,  l'équation  (i) 

entre  w  et  -j-  est  irréductible.  Ceci  revient  à  admettre  que 

(pour  z  quelconque)  les  trois  polynômes  A,  B,  C  en  w 
n'ont  pas  de  facteurs  communs,  et  que,  de  plus,  B2  —  AC 
n'est  pas  un  carré  parfait  en  fv.  Si  la  première  condi- 
tion n'était  pas  remplie,  on  diviserait  A,  B,  G  par  leurs 
facteurs  communs;  si  la  seconde  n'était  pas  remplie,  l'é- 
quation (i)  se  décomposerait  en    deux   équations   de   la 

forme  —  =  R(*v,  z),  étudiée  plus  haut. 

Observons  immédiatement  que,  si  l'on  change   w  en 

\  (       1 —  (—{>  l'équation  (i)  garde  la  même  forme,  et  que 

w{(z)  a  ses  points  critiques  fixes  comme  w(z). 

Ceci  posé,  montrons  d'abord  que,  si  l'équation  (  î  )  a 
ses  points  critiques  fixes,  A  est  indépendant  de  w.  Soit 
en  effet  w  =  g{z)  une  racine  de  l'équation  A(w,  z)  =  o, 
racine  qu'on  peut  toujours  supposer  identiquement  nulle 
moyennant  le  changement  de  w  en  w-\-g(z).  Deux  cas 
sont  possibles  : 

i°  B  ne  s'annule  pas  pour  w  =  o  quel  que  soit  z\  écri- 
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vons  alors  l'équation  (i)  ainsi 

dw       B  -h  v/B«— AC 


(2) 


dz 


en  choisissant  la  détermination  du  radical  qui  pour  w  =  o 
est  égal  à-f-B(o,  z).  Soit  £0  une  valeur  quelconque 
de  z  (*);  le  radical,  et  par  suite  le  second  membre  de  (2), 
est  développable  suivant  les  puissances  croissantes  de  w, 
et  l'on  peut  écrire,  n  désignant  l'ordre  de  multiplicité  de 
la  racine  w  =  o  de  de  l'équation  A  =  o, 

<3>  £  =  i[*B(o,s)  +  «>G(«>,*)] 

G  étant  holomorphe  dans  le  domaine  de  w  =  o  et  de 
z  =  z0;  l'équation  (3)  admet  une  intégrale  w(z)  qui 
s'annule  pour  z  =  z0  et  pour  laquelle  z0  est  un  point  cri- 
tique. 

20  B  s'annule  pour  w  =  o  quel  que  soit  z.  Soit  toujours 
s0  une  valeur  quelconque  de  *  [qui  n'annule  pas  G(o,  s)]; 

pour  w  =  o,  z  =  z0,  les  deux  valeurs  de  -^-  sont  infinies; 
d'autre  part,  on  a  dans  tous  les  cas 

t p 

±/B*  — AC  =  ±w»H(w,  *), 

H  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  w  =  o,  z  =  z0  ; 
il  suit  de  là  que  le  second  membre  de  (2)  peut  toujours 
se    développer    suivant    les.    puissances    croissantes    de 

- 
W  =  w1 ,  la  première  puissance  étant  négative  puisque 

-r-  est  infini  pour  w  =  o  quel  que  soit  z;ona  donc  (pour 

l'une  ou  l'autre  détermination  du  radical)  une  égalité  de 


(*)  J'entends  par  là  une  valeur  z0  de  z  qui  ne  coïncide  avec  aucun 
point  singulier  des  coefficients  ol^z)  de  A,  B,  C,  et  pour  laquelle. 
B(o,  z)  n'est  pas  nul. 
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la  forme 

•1»  1  dw  WT^W       -I        * 

et,  si  1  on  remplace    ,—  par  2\V^->  il  vient 

(4>  ^  =  rw^i  r«-(*)+ wk(w,  *>], 

K  étant  holonïorphe  dans  le  domaine  de  W  =  o,  z  =  z0. 
L'équation  (4)  admet  une  intégrale  qui  s'annule  pour 
z  =  50  et  dont  7  +  2  déterminations  se  permutent  autour  de 
z  =  z0;  l'intégrale  correspondante  *v  =  W2  admet  donc 
le  point  z0  comme  point  critique;  autrement  deux  déter- 
minations au  plus  de  W  =  y/ w  se  permuteraient  autour 
de  z0j  et  q  -+-  2  est  au  moins  égal  à  3. 

Pour  que  l'équation  (1)  ait  ses  points  critiques  fixes,  il 
faut  donc  d'abord  que  A  soit  indépendant  de  w,  autre- 
ment dit  que  l'équation  soit  de  la  forme 

La  même  condition  doit  être  remplie  si  on  change  w 
en  — :  l'équation  transformée  s'écrit 

et,  pour  que  les  coefficients  de  (i)'  ne  soient  pas  fraction- 
naires, il  faut  que  6  et  C  soient  au  plus  du  second 
et  du  quatrième  degré  en  w.  L'équation  (1)  peut  alors 
s'écrire 

<5)  g=P(«s*)-Hv/Q(«>,*), 
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P  étant  au  plus  du  second  degré  et  Q  du  quatrième  degré 
en  w. 

Soit  maintenant  w  =  g(z)  une  racine  de  l'équation 
Q  =  o,  racine  qu'on  peut  toujours  supposer  identique- 
ment nulle.  Si  cette  racine  n'est  pas  racine  double  de 
Q  =  o,  elle  doit  être  une  solution  singulière  de  l'équa- 
tion (5);  en  effet,  si  w  =  o  est  (pour  z  quelconque) 
racine  simple  ou  triple  de  Q  =  o,  on  a 

dw  i 

(6)  _=P(W,  *)  +  «>«  !*(«,,*), 

R  étant  holomorphe  dans  le  domaine  de  w  =  o,  z  =  z0. 

i 
Posons  encore  w*  =  W;  il  vient 

S  étant  holomorphe  pour  w  =  o,  z  =  z0.  Quand  P(o,  z) 
est  identiquement  nul,  w  =  o  est  une  intégrale  singulière 
de  (6);  si  au  contraire  P(o,  z0)  n'est  pas  nul,  l'équa- 
tion (7)  admet  une  intégrale  W(s)  qui  s'annule  pour 
z  =  z0  et  dont  deux  déterminations  se  permutent  autour 
du  point  z0  ;  la  fonction  w  =  W2  (z)  correspondante  admet 
aussi  z0  comme  point  critique;  car,  si  w(z)  était  uniforme 

dans  le  domaine  de  z  =  z0,  l'expression  de  w1  ou  W  tirée 
de  (6),  à  savoir 


w%  = 


R(*s*)      : 


serait  aussi  fonction  uniforme  de  z  dans  le  domaine  de  z0. 
L'équation  (6)  ne  saurait  donc  avoir  ses  points  critiques 
fixes  si  w  =  o  n'est  pas  une  intégrale  singulière. 

En  définitive,  pouV  que  l'équation  (5)  ail  ses  points  cri- 
tiques fixes,  il  faut  que  toute  racine  w  =  g(z)  de  l'équa- 
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tion  Q(w,  z)  =  o,  qui  n'es  t  pas  exactement  racine  double, 
soit  solution  singulière  de  (5). 

Ces  conditions  sont  suffisantes  ;  pour  le  montrer  obser- 
vons que  la  transformation  homographique 

(8)  w=s^l±Ji, 

où  X,  [a,  X,,  [A|  sont  des  fonctions  arbitrairement  choisies 
de  z,  change  l'équation  (5)  en  une  équation  de  la  forme 

dD  =  T^=J3Tt  [Pl(Wi'  «>-*VQ.  («*.,*)]. 

Pi  étant  du  second  degré  au  plus  en  w{,  et  Qi  étant  le 
polynôme  qui  se  déduit  de  Q(«>,  z)  lorsqu'on  remplace 

(V  par  r- — —  et  qu  on  multiplie  par  (À<  wK  +  |A,  )4  ;  c  est 

ce  qui  résulte  aussitôt  d'un  calcul  tout  élémentaire.  Il  suit 
de  là  qu'on  peut  toujours  supposer  que  Q  est  du  qua- 
trième degré  en  w.  Deux  cas  sont  alors  à  distinguer  sui- 
vant que  toutes  les  racines  de  Q  =  o  sont  simples  ou 
non. 

Premier  cas.  —  Les  quatre  racines  de  Q  =  o  sont 
simples.  On  peut  se  servir  de  la  transformation  (8)  pour 
faire  en  sorte  que  trois  de  ces  racines  coïncident  avec 
trois  constantes  arbitrairement  choisies,  par  exemple  o, 
i,  a.  L'équation  (5)  s'écrit  alors 

(5)       -j—  =  aw2+  $w  -h  Y-Hov/(r(w  —  i)(w — 2)((v  —  a), 

(XZ 

a,  (3,  y,  8,  a  étant  des  fonctions  de  z;  «>  =  o,  w=i, 
w  =  2  sont  des  intégrales  singulières  de  (5/  et  annulent 
par  suite  aw2+^(v  +  f,  ce  qui  n'est  possible  que  si  ce 
polynôme  est  identiquement  nul;  on  a  donc 

(9)  -^  =  8(*)  /w(w  —  ï)(tv  —  2)(tv  —  a), 
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et  w  =  a(z)  est  une  intégrale  singulière  de  cette  équa- 
tion, ce  qui  exige  que  -7-  soit  nul,  c'est-à-dire  que  a  soit 

une  constante. 

Appelons  &(u)  la  fonction  uni/orme  et  doublement  pé- 
riodique de  u  définie  par  l'inversion  de  l'intégrale 


x 


u: 


yjw{w  —  i)(w  — a)(w  —  a) 

l'équation  (9)  donne 

(10)  W  =  *[JW+C], 

J(z)  désignant  l'intégrale    /    h(z)dz.  Les   seuls    points 

critiques  possibles  de  w(z)  sont  les  points  critiques  de  J(z). 
c'est-à-dire  les  points  singuliers  de  8 (s),  points  qui  sont 
fixes. 

Second  cas.  —  Une  racine  de  Q(w,  z)=o  est  racine 
double  ou  triple.  Considérons  les  deux  racines  de 

Q((V,*)=o 

qui  sont  de  multiplicité  impaire  et  servons-nous  de  la 
transformation  (8),  de  façon  que  ces  racines  deviennent  o 
et  00.  On  a,  dans  ce  cas, 

dw  / 

(11)  —j—  =atv2-+-  $w  -4-  y-\-(gw  -f-  h)  sjw, 

w  =  o  étant  intégrale  singulière,  y  est  nul,  et  en  chan- 
geant w  en  — >  on  voit  de  même  que  a  doit  être  nul.  Po- 

m 

sons  alors  w  =  W2,  l'équation  (11)  devient 

équation  de  Riccati,  dont  les  points  critiques  sont  fixes. 


~)l\  QUATRIÈME   PARTIE. 

En  définitive,  pour  qu'une  équation  (i)  ait  ses  points 
critiques  fixes,  il  faut  et  il  suffit  :  i°  que  l'équation 
soit  de  la  forme 

(  K  )        —,-    =  OL  Cl'5  -r-  [ii  W  -r-  y  -+-  \'(lîv't  -  :  -  h  «'•  ~h  C  W*  ■+-  diV  -+-  «  ; 

a"  que  toutes  les  racines  w  =  g  (z)  (de  multiplicité  im- 
paire) de  la  quantité  placée  sous  le  radical  soient  des 
solutions  singulières  de  l'équation  (E). 

Quand  ces  conditions  sont  remplies,  l'équation  (E)  se 
ramène  algébriquement  soit  à  une  quadrature  de  la  forme 

=  g(z)dzy 


V'i  i    -  W'){i  —  X"2»**) 


k  étant  une  constante  numérique,  soit  à  une  équation  de 
Riccati. 

En  particulier,  quand  z    ne  figure  pas  explicitement 
dans  l'équation  (i),  ou  bien  l'équation  (i)  est  de  la  forme 


dw  , 

=  d  z 


\J  a  w*  •+■  b  w'-'  +cw!-+-  dw  -+-  e 


(a,  6,  . . .,  e  étant  des  constantes)  et  définit  une  fonction 
elliptique  w(z),  ou  bien  l'intégrale  w  est  une  fonction 
rationnelle  du  second  degré  en  z  ou  en  emz,  m  désignant 
une  constante  numérique. 


FIN. 
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